


 



STATISTICAL THEORY 

OF 

IRREVERSIBLE PROCESSES 

by 

R. Eisenschitz 

Dr. Phil., D.Sc., F. Inst. P., 

Professor of Theoretical Physics 
in the University of London 

OXFORD UNIVERSITY PRESS 

LONDON, 1958



Р. Айзеншиц 

СТАТИСТИЧЕСКАЯ 

ТЕОРИЯ НЕОБРАТИМЫХ 

ПРОЦЕССОВ 

ПЕРЕВОД С АНГЛИЙСКОГО 

канд. физ.-мат. наук с. П. ЕРКОВИЧА 

Под редакцией 

д-ра техн. наук, проф. Ю. А. Суринова 

ИЗДАТЕЛЬСТВО ИНОСТРАННОЙ ЛИТЕРАТУРЫ 

МОСКВА 1963



В небольшой монографии Айзеншица дается сжа- 

тое, но физически ясное изложение вопросов статисти- 

ческой теории необратимых процессов с точки зрения 

как классической, так и квантовой статистик. Книга 

предполагает у читателя знакомство с основами стати- 

стической механики, квантовой теории и элементами 

тензорного и матричного исчисления. Она рассчитана 

на научных работников — физиков и химиков, а также 

на преподавателей, аспирантов и студентов старших 

курсов физических, физико-технических и физико-хими- 

ческих специальностей. 

Редакция литературы по вопросам техника



Предисловие 
редактора русского перевода 

Общая теория необратимых процессов (включающая и тео- 
рию необратимых процессов переноса излучения) представляет 
собой чрезвычайно обширную науку, имеющую многочислен- 
ные и весьма разнообразные применения в различных обла- 
стях физики и техники. Она подразделяется на феноменоло- 
гическую и статистическую теорию. 

В основе феноменологической теории необратимых про- 
цессов !), опирающейся непосредственно на законы сохране- 
ния энергии, массы и количества движения и на второе на- 
чало термодинамики, лежат методы, не требующие явного 
учета молекулярной структуры вещества, рассматриваемого 
как континуум. Статистическая теория необратимых процес- 
сов, Тесно связанная со статистической термодинамикой 
и использующая представления и законы молекулярной дина- 
мики, опирается на методы теории вероятностей и случайных 
процессов, образующей также и основу теории необратимых 
процессов переноса излучения. 

Небольшая по объему монография АйЙзеншица, перевод 
которой предлагается вниманию советского читателя, посвя- 
щена вопросам статистической теории макроскопических не- 
обратимых процессов и статистической кинетики. 

В книге дается сжатое, почти конспективное, но физически 
ясное изложение различных вопросов указанной теории с точки 
зрения как классической, так и квантовой статистик. Изло- 
жение собственно теории необратимых процессов начинается 
в гл. Ш. В первых двух главах книги дано краткое изложе- 
ние основ классической механики систем частиц и классиче- 
ской статистической теории равновесных состояний (стати- 

Г) Эту теорию часто неправильно и неточно называют термо- 
динамикой необратимых процессов (см., например, упомянутые 
в списках литературы книги Денбига, де-Гроота и Пригожина).
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стики Гиббса). В главе Ш приводится вывод кинетического 
уравнения для идеального газа и так называемого уравнения 
Фоккера — Планка. 

Приводя уравнение Фоккера — Планка, автор, к сожале- 
нию, не делает пикаких ссылок на фупдаментальные уравне- 
ния А. Н. Колмогорова, лежащие в основе созданной им 
теории случайных, „марковских“, процессов Г). Как известно, 

уравнения А. Н. Колмогорова являются значительно более 
строгими и общими, чем уравнение Фоккера — Планка. 

Заметим в этой связи, что уравнения Колмогорова явились 
основой не только для огромного числа теоретико-вероятно- 
стных работ математического характера, относящихся к различ- 
ным направлениям теории случайных процессов, но вместе 
с тем послужили и базисом для многочисленных физических 
исследований 2). Следует вообще отметить недостаточную 
теоретико-вероятностную строгость различных интерпретаций 
автора. 

В главах ГУ и У излагаются вопросы, связанные с мето- 
дикой расчета коэффициентов переноса (теплопроводность и 
вязкость) для газов и жидкостей. Автор справедливо указы- 
вает здесь на в известиом смысле случайный характер успехов 

приближенной теории, основанной на понятии средней длины 

свободного пробега в газах. 
В последующих главах рассматриваются вопросы стати- 

стической квантовой механики, связапные с квантовыми ста- 
тистиками Бозе — Эйнштейна и Ферми — Дирака, а также 

вопросы, касающиеся стохастических процессов в физике. 
Последняя, гл. [Х, содержит изложение элементарных 

сведений из теории вероятностей. Ни по уровню изложения, 
ни по содержанию эти сведения пельзя рассматривать как 
исчерпывающие и удовлетворяющие требованиям современной 
теории вероятностей. 

В заключение заметим, что в книге почти не рассмат- 
риваются вопросы феноменологической теории необрати- 
мых процессов и совершенно пе излагаются вопросы теории 
необратимых процессов переноса излучения. Существенным 

1) См. Колмогоров А. Н., дополнительная литература [213]. 
2) В частности, уравнения Колмогорова, описывающие законо- 

мерности марковских процессов, были использованы И. Феньешем 
(см. дополнительную литературу [153]) для теоретико-вероятност- 
ного обоснования квантовой механики. 
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недостатком книги является и почти полное отсутствие в ней 
ссылок на труды советских ученых. В частности, в книге 
отсутствуют ссылки на фундаментальные исследования Н..Н. Бо- 
голюбова, посвященные разработке эффективного метода 
функций распределения, связанного с построением и уточне- 
нием кинетических уравнений !). В связи с этим перевод 
книги снабжен дополнительной библиографией отечественных 
и иностранных работ, относящихся как к области статисти- 
ческой физики и теории необратимых процессов, таки к 
области теории вероятностей и случайных процессов. 

Несмотря на отмеченные недостатки, книга Айзеншица, 
являющаяся одной из первых попыток систематического по- 
строения основ статистической теории необратимых процес- 
сов и содержащая ряд оригинальных концепций, замечаний 

и результатов автора, представляет большой интерес для ши- 
рокого круга физиков и физико-химиков, а также специали- 
стов инженерно-физического и математического направлений, 
работающих в области как статистической, так и феномено- 
логической теории пеобратимых процессов и ее многообраз- 
ных приложений. Книга может быть использована и как по- 
собие для аспирантов и студентов старших курсов соответст- 
вующих специальностей. 

Редактор выражает благодарность Л. П. Гинзбургу за 
участие в переводе и редактировании книги и В. П. Милан- 
тьеву за участие в составлении библиографии. 

Ю. Суринов. 

  

1) См. дополнительную литературу [4].





Предисловие автора 

В настоящей книге дается микрофизическая интерпретация 
макроскопических свойств вещества, связанная, как известно, 
со своеобразным сочетанием молекулярной динамики с по- 
нятиями теории вероятностей. 

Теория, касающаяся свойств вещества в состоянии термо- 
динамического равновесия, получила свою законченную форму 
еше в 1901 г. в работах Дж. Вилларда Гиббса. Наличие 
нерешенных проблем в теории равновесных состояний не 
связано с какими-либо принципиальными недостатками самой 
теории, а вызвано математическими трудностями ее примене- 
ния к конкретным случаям. 

Что же касается теории приближения к термодинамичес- 
кому равновесию, то она еще далека от завершения. Необ- 
рати мая природа этого приближения кажется несовместимой 
с обратимым характером молекулярной динамики. При по- 
пытках разрешения этого парадокса перед теорией возникли 
трудности, которые полностью еще не преодолены. 

Первые теории необратимости были направлены на обход 
этих трудностей, а не на их разрешение. В элементарной 
кинетической теории газов вследствие явно упрощенных пред- 
посылок коэффициенты вязкости и теплопроводности выра- 
жались через молекулярные константы и среднюю длину 
свободного пробега, вводимую в качестве дополнительного 
параметра. Так как эта теория достаточно хорошо согласо- 
валась с экспериментом, аналогичные методы (с соответствую- 
щими видоизменениями) применялись и к электронам в метал- 
лах, жидкостям и другим системам. В этих случаях обычно 
достигалось лишь ограниченное соответствие `с экспериментом, 
а при более тщательном исследовании обнаруживалась про- 
тиворечивость теорий.
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Постепенно выяснилось, что такой вид приближения едва 
ли мог дать больше, чем умелое применение анализа раз- 
мерностей, и что успех теории, основанной на понятии сред- 
ней длины свободного пробега в газах, был в значительной 
степени случайным. 

Рациональная теория необратимости должна начинаться 
там, где кончается теория равновесных состояний, т. е. 
основываться на замене известных функций равновесного рас- 
пределения (Максвелла, Больцмана, Гиббса) функциями рас- 
пределения, в которых учитываются отклонения от равновес- 
ного состояния. 

В кинетической теории газов это уже выполнено путем 
примепения кинетического уравнепия Больцмана; благодаря 
работе Чепмапа и Энскога мы теперь полпостью располагаем 
выводом функций распределения. Аналогичные теории для 
твердого и жидкого состояний не достигли еще той же сте- 

пени завершенности, что и для газов. Однако развитие 
в Этой области идет очень быстро. Еще более важен, по- 
жалуй, тот факт, что постепенио были выявлены общие черты 
всех этих теорий, так что уже вырисовываются рамки единой 
теории необратимости. 

До сих пор все эти вопросы были зпакомы лишь срав- 
нительно узкому кругу специалистов. В настоящей книге мы 
представляем их более широкому кругу читателей, в особен- 
ности исследователям-физикам, знакомым с основами атомпой 
физики, квантовой теории и элементарной статистической 
механики. 

Смысл теорий необратимости можно понять только на 
фоне теории равповеспых состояний. Поэтому вначале дается 
краткий обзор паиболее важных теорем и выводов этой по- 
следней теории. 

При изложении основного материала теория необратимых 
процессов рассматривается в TOM мере, в какой она может 
быть выведена из прииципов динамики — классической или 
квантовой. Однако, ввиду скудости квантовомеханических 
результатов, приходится отдать явиое предпочтение классиче- 
ской теории 1). 

1) Это утверждение автора в свете ряда последних работ пред- 
ставляется устаревшим. См., например, дополнительную литера- 
туру [84, 85, 114—116]. — //рим. перев.
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Теории, которые прочно базируются на принципах дина- 
мики, полезны для рассмотрения даже если они, как это 
имеет место на данном этапе, не приводят к количественному 
определению коэффициентов переноса; они позволяют глубже 
заглянуть в существо рассматриваемых явлений, чем это 
возможно при оперировапии эмпирическими формулами или 
произвольными моделями. При рассмотрении явлений переноса 
в газах математика использовалась лишь в минимальном объеме, 
чтобы сконцентрировать внимание читателей на физической 

стороне вопроса. 
Макроскопические теории необратимости, несмотря на их 

важность, рассмотрены лишь очень кратко, поскольку они 
лишь отдаленно связаны с молекулярной теорией. В копце 

книги приведены сведепия из теории вероятностей, необходи- 
мые для формулировки доказательств в статистической физике. 
Приложенная в копце библиография позволит читателю рас- 
ширить свои познапия за пределы сжатого изложения данной 
КНИГИ.
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Классическая механика частиц 

1.1. Составные элементы вещества 

В качестве микрофизических составных элементов веще- 
ства обычно рассматриваются сложные частицы — атомы, 
ионы, молекулы. Электроны и другие элементарные частицы 
приходится принимать во внимание только в исключительных 
случаях, так как в лабораторных условиях сложные частицы 
обычно не распадаются. В отдельных случаях даже бывает 
полезно вообще пренебрегать атомным строением вещества. 

Основное внимание в книге сосредоточено на твердых, 
жидких и газообразных телах, состоящих из атомов типа 
атомов инертных газов. Теория этих систем относительно 
проста и остается до некоторой степени справедливой и 
в случае применения ее к более сложным веществам. 

Наряду с массой наиболее важной характеристикой ато- 
мов инертных газов являются их силы взаимодействия. 
Эти силы можно вывести из потенциала (точнее говоря, 
потенциальной энергии) у, который зависит только от рас- 
стояния между частицами данной пары. На исчезающе малых 
расстояниях потенциал Y является положительной бесконечно 
большой величиной первого порядка, если не учитывать 

ядерных сил. Большие положительные значения потенциала 
на малых расстояниях свидетельствуют о значительных си- 

лах отталкивания. На расстояниях порядка 10-8 см потен- 
циал становится отрицательным и проходит через минимум, 
который соответствует „диаметру атома“ в элементарной 
кинетической теории газов. При дальнейшем увеличении 
расстояния потенциал остается отрицательным, что соот- 
ветствует силе притяжения, и практически исчезает при 

10-7 см.
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Взаимодействие между двумя данными частицами пола- 
гается не зависящим от наличия других частиц. Поэтому пол- 
ная потенциальная энергия взаимодействия в некоторой 
системе частиц будет равна сумме потенциальных энергий 
всех пар: 

/ 
Ф— У, Хи» (1.1) 

где индексы [ри / относятся к отдельным частицам. 

1.2. Фазовое пространство 

Если система частиц заключена в сосуд с непроницаемыми 

стенками, то влияние последних на систему учитывается 

введением дополнительного потенциала ®, который исчезающе 

мал, пока хотя бы одна из частиц не окажется в ближайшем 

соседстве со стенкой; в последнем случае он достигает на 

малых расстояниях чрезвычайно больших значений. 
Функция Гамильтона для системы частиц представляет 

энергию системы, выраженную через координаты г, и им- 

пульсы р, 

H=>— Ур Ф- 5. (1.2) 

где т — масса частицы. Совместное движение частиц опреде- 
ляется уравнениями движения !) 

Аг} OH dp; OH 

=, ==, (1.3) 
dt Op; dt Or; 

rie £— Bpema. 
Будем рассматривать г, и р, как декартовы координаты 

в многомерном фазовом пространстве. Мгновенное состоя- 
ние системы частиц представится в фазовом пространстве 

') Оператор < здесь и в дальнейшем рассматривается как 

вектор с компонентами 0 9 0, JIbHO 0 

. 0 д д ‚д . д д 
Гор; Тр, РК др, Or = | дя TIGy HK Gy = V Conepa- 

тор Гамильтона). — //рим. перев. 
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некоторой изображающей точкой, а движение системы 
изобразится фазовой траекторией. 

Необходимое в дальнейшем понятие функции стати- 
стического распределения объяснено в разд. 9.11). Пусть 
fd, 2,..., №; Ю представляет собой зависящую от вре- 
мени функцию распределения в пространстве 2№ векторных 
переменных г, ..., Гл, Py +++» Py ITO распределение 
можно образно представить себе в виде облака пыли в фа- 
зовом пространстве. 

Функция распределения может быть выбрана совершенно 
произвольно для какого-нибудь начального момента времени, 
но тем самым в силу законов механики однозначно опре- 
деляются ее последующие изменения. Действительно, траек- 
тории фазовых точек, изображающих наше пылевое облако, 
и, следовательно, движение всего облака однозначно опре- 
деляются уравнениями (1.3). Можно показать, что 

of) _y | or р; of™) oH 
>a = . 

  

д т Op; St) (1.4) 

Это соотношение носит название уравнения Лиувилля и 
образует основу всей статистической механики. По форме 
это уравнение аналогично уравнению непрерывности в гидро- 
динамике несжимаемой жидкости, причем р/т u —OH/or 
играют роль компонентов „скорости“ фазовых точек соот- 
ветственно в „направлении“ координат или импульсов. 

Несмотря на непрерывное перемещение изображающих 
точек, функция распределения может быть стационарной. 
Распределение такого рода особенно удобно для представле- 
ния макроскопически стационарных состояний, которые 
вполне совместимы с непрерывным молекулярным движением. 
В частном случае, если /(““) зависит ot 2N независимых 
переменных, стационарное распределение определяется 
в соответствии с уравнением (1.4) с помощью функции 
Гамильтона. 

В терминологии Гиббса функция распределения f) onpe- 
деляет „статистический ансамбль“, т. е. набор возмож- 
ных копий рассматриваемой механической системы. В соот- 

1) О методе функций распределения см. дополнительную лите- 
ратуру [4]. — Грим. перев.
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ветствии с этим о средних значениях, полученных с помощью 
такой функции распределения, говорят как о „статисти- 
ческих средних“. Терминология Гиббса не является необ- 
ходимой для нашей теории, но она полезна для иллюстра- 

ции отвлеченного понятия функции распределения. 

1.3. Интерпретация макрофизических величин 

Поскольку физическое тело представляет собой систему 
частиц, его свойства должны непосредственно выводиться 
из свойств составляющих его микрофизических элементов. 
В частности, имеются такие макроскопические величины, 
которые можно интерпретировать как средние значения 
функций координат и импульсов; такие средние значения 
вычисляются с помощью функции распределения f), 

Так, внутренняя энергия Ц представляет собой среднее 
значение микрофизической функции Гамильтона 

U =(H). (1.5) 

Средние значения мы и в дальнейшем будем обозначать 
угловыми скобками ( ). Методика усреднения пояснена 
в разд. 9.1. 

Можно предположить, что тензор напряжений Р, дей- 
ствующих на поверхность тела, уравновешивается в каждой 
точке (г) силами взаимодействия между частицами и стенкой 
сосуда и, следовательно, может быть определен из потен- 
циала ®. Отсюда следует, что 

(Ут, к.) = ] т. Ра$ =УР, (1.6) 
Л 

где 4$ — элемент поверхности, й — нормаль к поверхности, 
а У — объем; второе равенство получено с помощью теоремы 
Гаусса 1). 

Аналогичным образом энергия @, сообщаемая телу в еди- 
ницу времени через единичную площадку, равна работе, про- 

1) Здесь, как и в дальнейшем, произведения а векторов а и b 
являются тензорами; „точечные“ произведения Б. @ вектора Ъ и тен- 
зора Я — векторы. Тройные произведения аб.@ будут соответ- 
ственно тензорами.
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изводимой силами взаимодействия между. частицами и стен- 

кой. Следовательно, 

a UF gee PP = [ т. 945 =У9. (1.7) 

При оценке этих и подобных им средних значений во 
многих случаях не обязательно знать функцию распределе- 
ния |“), а можно ограничиться приведенными функциями 
распределения. В частности, можно воспользоваться функ- 
циями распределения, которые выводятся из функции /(№) 
усреднением по координатам и импульсам №М— 1 или М— 2 
частиц. Например, бинарные функции распределения опре- 
деляются равенствами !) 

м 
f (1, 2) = | ^^ ар,аг,. 

j=3 

g(?) (1, 2) = f fd, 2) dp, ар.. (1.8) 

Приведенные функции распределения молекулярных пере- 

менных до некоторой степени доступны непосредственному 

наблюдению. 

1.4. Теорема вириала 

В этом разделе выводятся соотношения между средними 
значениями различных функций микродинамических перемен- 
ных. Обозначим через 9), некоторую функцию координат и 

импульсов частиц фри /. Пусть 

=, (1.9) 

Производная по времени от этой функции имеет вид 

4$ => (Fu Pi y Ofiy | Py 0%; ОН 90%; | 

  

dt ‘т т др Or; m Or; m Op; Or; Op; "Or; 

(1.10) 

') Здесь через 4г; и 4р; обозначен элемент объема, включаю- 
щий соответственно точку гу (х), уз, =}) или точку р;(Рух, Руу, Ру). 
Его не следует смешивать с приращением вектора, обозначаемым 
теми же символами 4г; (соответственно 4р,). -= Грим. перев.
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Каждый член в этом выражении зависит от координат и 
импульсов не более чем двух частиц. Кроме того, члены 
в сумме (1.10) симметричны по отношению к перестановкам 
частиц. Следовательно, среднее значение (1.10) можно оце- 
нить с помощью бинарной функции распределения /(2). Если 
бинарная функция распределения не зависит от времени, 
среднее значение в левой части уравнения (1.10) должно 
равняться нулю даже в том случае, когда функция f(%) 3a- 
висит от времени. 

Усредняя равенство (1.10), можно получить соотношения 
между различными средними значениями в правой части. При 
соответствующем выборе функций ф эти соотношения могуг 
приобрести физический смысл. Гак, если 

ф — 7 ГР,, 

?_ м“ Or j1 

a= Ae =) 5 —У: Г) Or; |; 

] [=] 

Последний член может быть записан в виде 

— 5У, У, — то si 

Среднее значение второго члена будет по уравнению (1.6) 
равно — УР. Тензор напряжений Р соответственно полу- 
чается в виде среднего значения: 

Р-уУХ | = ФР) — YM 2, | (1.11) 
j 1+] 

Изотропное давление определится как одна треть от диаго- 
нальной суммы (1.11): 

1 1 — 

Р=зу |=) — Gre 
J 1] 

В этом виде теорема вириала была впервые сформулиро- 
вана Клаузиусом. Если система частиц сохраняет устойчивое 
распределение, не будучи заключена в сосуд, то давление 
равно нулю; в этом случае уравнение (1.12) устанавливает 

TO 

        

    
ott ay). ag
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зависимость между удвоенной средней кинетической энергией 

и скалярным произведением силы на расстояние. 

Аналогичным образом полагая 

11 ь ~~ 

= т Du its У (ty гхи 
Л [= j 

получаем выражение для потока энергии 

1 1 

a=; | (pip,) + 
OY 71 

j 

я У (ид | ФР). (1.13) 
lj 

где | — единичный тензор. 

Выведенные в этом разделе уравнения не позволяют по- 
лучить явные выражения для средних значений (1.11)—(1.13), 
так как функция распределения остается неизвестной. Поэтому 
основной задачей статистической физики является определе- 
ние соответствующих функций распределения. 

 



VAAN ГЛАВА MAAR 

Обзор классической теории равновесных 
состояний 

2.1. Каноническое распределение 

По Гиббсу, теорию равновесных состояний строят, постули- 
руя определенную математическую форму функции равновес- 
ного распределения в фазовом пространстве, принимаемую 
в качестве гипотезы. Справедливость такой процедуры затем 
подтверждается экспериментальной проверкой полученных 

результатов. 
Предположим в соответствии с этим, что равновесная 

функция распределения имеет вид (так называемый канони- 
ческий ансамбль) 

55
 ioe | 

ЛТА, 2... М = уе м, (2.1) 

где Г — абсолютная температура, Е — постоянная Больцмана, 
а 2 — нормирующий множитель, называемый также стати- 
стической суммой и определяемый соотношением 

И (2.2) 
] 

В этих выражениях функция Гамильтона Н зависит от коор- 
динат и импульсов. С другой стороны, в качестве независи- 
мой переменной может рассматриваться и энергия Е; тогда 

Е 

о az, (2.3) 

где У (Е) = Г Гар, аг, — фазовый объем. 

H<E j
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В соответствии с (1.5) и (1.12) можно показать, что 

дш7 

oT 

Ш 
) P=kIl—y;, (2.4) И = ЕТ? 

откуда свободная энергия Гельмгольца может быть выра- 
жена в виде 

В = — РТ 2. (2.5) 

Для того чтобы вывести термодинамические свойства 
системы из свойств микрофизических составных элементов, 
необходимо оценить статистическую сумму (2.2). После опре- 
деления статистической суммы как функции температуры и 
объема вывод термодинамических величин уже не вызывает 
затруднений. Однако оценка статистической суммы очень 
сложна и выполнена лишь для ограниченного числа систем. 

Распределение (2.1) называется каноническим распре- 
делением и подразумевает, что импульсы частиц статисти- 
чески независимы друг от друга и от координат. Так как 
функция распределения полностью симметрична по отноше- 
нию к перестановкам, средняя кинетическая энергия имеет 
одинаковое значение для всех степеней свободы и в любых 
системах, какие бы силы в них ни действовали. Это всем 
известная теорема о равномерном распределении кине- 
тической энергии по степеням свободы; соответствующего 
закона для потенциальной энергии или для полной энергии 
в общем случае не существует. Средняя кинетическая энер- 
гия, приходящаяся на одну степень свободы, определяется 
непосредственным интегрированием: 

(Evens. = 5 RT. (2.6) 

Так как, далее, можно показать, что вклад потенциальной 
энергии в теплоемкость системы неотрицателен, то 1 Е будет 
наименьшим возможным значением теплоемкости на одну 
степень свободы. Если же в эксперименте обнаруживаются 
более низкие значения теплоемкостей, то это означает, что 
мы вышли за пределы применимости классической механики. 

_ Теории равновесного состояния, отличные от только что 
рассмотренной, обсуждаются в разд. 6.2 и 7.3.
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2.2. Приложения 

В этом разделе мы приведем важные результаты класси- 
ческой теории равновесных состояний. Эти результаты полу- 
чаются путем строгой или приближенной оценки статистиче- 
ской суммы, причем в этом случае не используются эмпири- 
ческие соотношения. 

а) Для идеального газа статистический интеграл имеет вид 

3N 

Z == Z,,, == (QumkT) ? VN, (2.7) 

В соответствии с уравнениями (2.4) и (2.5) отсюда следует, 

что U=s МЕТ и Р = МЕТ/У. Сравнение с экспериментом 

показывает, что число Авогадро ЛА = А/К, где Ю — универ- 

сальная газовая постоянная. 
6) Для плотных газов статистическая сумма имеет вид [6] 

N 

ео 
где В, — функции температуры, выражающиеся через п-крат- 
ные интегралы. Простейшая из этих величин имеет вид 

< xr) 

4х [е *F Par. (2.9) 
0 

Несмотря на то, что коэффициенты В, для больших п до 
сих пор не вычислены, уравнение (2.8) дает нам возмож- 
ность объяснить непрерывный характер процесса перехода 
пар — жидкость и существование критической точки. 
В случае небольшой плотности давление определяется соот- 
ношением 

р — МТ Г NB, 
a —37+0V)], (2.10) 

где — NB,/2 — второй вириальный коэффициент. 
в) Для жидкого состояния мы располагаем лишь при- 

ближенными оценками. Термодинамические величины одно- 
атомной жидкости могут быть выведены с помощью „ради- 
альной“ функции бинарного распределения 2), которая 
определяется соотношением (1.8) и может быть эксперимен-
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тально получена из рентгенографических данных. По соот- 

ношению (1.12) давление выражается в виде [7] 

р— МТ _ 2№ 
И 3V 

rie rj, — расстояние между атомами / и №. Определяя me p- 
нарную функцию распределения соотношением 

g) (1, о, 3) = [лм ПП, 
j=l Is 

получаем тождество 

5‘ (1, 2) = fg (1, 2, 3)dry (2.12) 

22) (1, 2) ge г го (2.11) 

Для вычисления бинарной функции распределения часто 
привлекается „приближение суперпозиции“, которое заклю- 
частся в том, что статистическая корреляция между положе- 
ниями трех частиц сводится к статистической корреляции 
между бинарными функциями 

29) (1, 2, 3) = =) (1, 2) &® (1, 3) &® (2, 3). (2.13) 
Дифференцируя (2.12) по г.2 и подставляя 2(3) из (2.13), мы 
приходим к интегральному уравнению, впервые полученному 
Борном и Грином [4]: 

kT din во (г) 4 240) и. ) 

2 / 

=— f f fa) go (r) (2 (r") de’ dr”, (2.14) 
|r'-r" |=r 

где г, г’и г” — векторные расстояния между тремя парами 
атомов. Это уравнение не решается обычными аналитическими 
или численными методами и его точность невелика. Тем не 
менее в настоящее время оно является наиболее мощным из 
имеющихся в нашем распоряжении способов для вычисления 
термодинамических свойств жидкостей. Решения этого урав- 
нения, полученные с помощью электронных счетных машин [8], 
дают сравнительно хорошее соответствие с наблюдениями. 

Единственным альтернативным подходом, предложенным 
до настоящего времени, является ячеистая модель жидкости, 
в которой предполагается, что атомы заключены в ячейки,
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движущиеся в усредненном силовом поле. Этот подход мате- 
матически прост, но плохо согласуется с экспериментом, 
если не привлекать дополнительных эмпирических данных. 

г) В разбавленном растворе бинарного моновалентного 
электролита радиальное распределение ионов вокруг иона 
противоположного знака дается соотношением [10] 

2№ 2 rs ar) 

8 (г) = туб ХР | — вме (2.15) 

где е— заряд электрона, а 8 — диэлектрическая постоянная 
раствора. В отсутствие электрических зарядов распределение 
будет практически однородным. Вследствие ионного взаимо- 
действия появляется отрицательная поправка к осмотическом\ 
давлению, равная 

__ N 3 8nN \'2 

AP=— aye (serv) 

д) В двумерном ферромагнитном или бинарном смешанном 
кристалле с № узлами колебательное движение атома сопро- 
вождается либо линейной ориентацией спинов, либо переходом 
порядок — беспорядок, либо разделением фаз. Вклад одного 
из явлений такого рода в статистическую сумму дается в сле- 
поем виде И 

+ inZ(T,N) = gr = if fale a sh (cosa +-cos0)] x 

x du dv, (2.16) 

где \ — константа, имеющая размерность энергии. При тем- 
пературе Г = 4Й/ имеет место переход; теплоемкость на 
один атом стремится к бесконечности пропорционально ш М. 

е) Для твердых кристаллических тел статистический инте- 
грал относится к сравнительно простому типу, являясь произ- 
ведением статистических сумм независимых гармонических 
осцилляторов. Он будет рассмотрен в разд. 7.2. 

Приведенных примеров достаточно, чтобы продемонстри- 
ровать как успехи, так и недостатки классической теории 
равновесных состояний,
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Необратимость 

3.1. Крупнозернистые распределения 

В теории равновесных состояний с помощью теоремы 
Лиувилля (1.4) доказывается, что начальное равновесное со- 
стояние системы сохраняется и в дальнейшем; при этом не 
показывается, каким образом само это состояние устанавли- 
вается. Процесс изменения произвольного неравновесного 
состояния в сторону теплового равновесия в принципе опись:- 
вается уравнением Лиувилля; практически же из-за двойствен- 
ности возможных решений уравнения (1.4) мы не можем 
непосредственно применять его к зависящим от времени 
распределениям. Если бы соответствующее решение этого 
уравнения было найдено, оно подтвердило бы обратимую 
природу механики, позволив охарактеризовать не только 
приближение к равновесию, но также и самопроизвольные 
отклонения от него. 

На практике обнаруживается, что процессы приближения 
к равновесию, как, например, выравнивание различных тем- 
ператур, необратимы. Вывести явления необратимости из ме- 
ханических уравнений движения возможно лишь с помощью 
искусственных приемов, которыми исключаются из рассмо- 
трения более поздние стадии процесса без нарушения его 
начальных стадий. Для этой цели предложены различные 
методы, но ни один из них до сих пор не подвергнут исчер- 
пывающему анализу в отношении лежащих в его основе 
допущений!). Рассматриваемая ниже методика основана на четко 
сформулированных допущениях и обладает тем достоинством, 
что она применима к широкому классу явлений. 

г) См. примечание на стр. 10. — /Г/Грим. перев.
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Назовем распределение в фазовом пространстве, усред- 
ненное по конечному фазовому объему, крупнозернистым 
распределением. Найдено, что среднее изменение крупно- 
зернистых распределений во времени соответствует экспери- 
ментально наблюдаемой необратимости в обычных процессах 
переноса и обладает односторонним стремлением к равновес- 
ному распределению. 

Это будет показано в дальнейшем. Для этого из уравне- 
ния Лиувилля путем усреднения по координатам неболь- 
шого (п) числа частиц выводится уравнение для приведенной 
функции распределения 

г af”) wN) 

+“ д ‘т A= f(z . oo И. dp, dr,, (3.1) 

причем учитывается, что функция }(“ стремится к нулю, 
когда импульс стремится к бесконечности или когда одна 
из координат становится больше длины сосуда. Согласно (1.3), 
подынтегральное выражение имеет вид 

» op; | \ at ]* 

Проинтегрируем теперь уравнение (3.1) по времени в пре- 
делах от —t до 0, что дает 

  

—» 

У т. 

а, ..., р» — Ар», ПОЛЬ sees Pal X 

x Il ap, ar,. (3.2) 
q2n+l1 

Yeptouka Han f\”) указывает, что мы имеем здесь дело с усред- 
ненной по времени функцией распределения; Ар, — прираще- 
ние импульса за время +. 

Уравнение (3.2) содержит две неизвестные функции. В сле- 
дующих разделах мы выразим правую часть равенства через 
функцию, стояшую в левой части, и, таким образом, ре- 
зультирующее уравнение можно будет использовать для на- 
хождения единственной неизвестной функции.
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3.2. Кинетическое уравнение 

При достаточно низкой плотности две частицы лишь очень 
редко сближаются до таких расстояний, что силы их взаимо- 
действия достигают заметной величины; одновременные же 
взаимодействия трех и более частиц настолько редки, что 
ими можно пренебречь. В этом случае свойства системы 
частиц можно вывести из одночастичных функций распре- 
деления, а бинарные функции будут выражаться произведением 

12 (1, 2) = Г (1) Ха (2). (3.3) 

Одночастичное распределение выводится из уравнения (3.2) 

в предположении п =1. В левой части уравнения /() можно 
положить равной №. Правая часть упрощается ввиду сим- 
метрии f(%) по отношению к перестановкам частиц. Интегри- 
руя и применяя соотношение (3.3), получаем 

01 (1) , p, 0/1] 
‹| 75 Ти’ а |= 

=М | [72 (р) Л (ps) — 9 (P,) J (P,)] at, ap, (3.4) 

где штрихами обозначены значения импульсов в момент вре- 
мени Е — т. 

Соотношение между импульсами в моменты времени Ё— < 
и { выводится из теории столкновений. Пара частиц временно 
рассматривается отдельно от других частиц; эти две частицы 
не взаимодействуют друг с другом, за исключением корот- 
ких интервалов времени, в течение которых импульсы резко 
изменяются от начальных до конечных значений. 

В правой части равенства (3.4) импульсы со штрихами 
являются функциями р., Po Ty, го. Эта функциональная за- 
висимость упрощается при переходе к другим переменным. 
Действительно, движение центра тяжести пары частиц пол- 
ностью определяется законом сохранения импульса 

Pp, =P, +P, =P, +P. (3.5) 

Относительное движение имеет три степени свободы, и 
соответствующие уравнения движения, таким образом, разре-
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шаются в виде пяти независимых от времени соотношений. 
Введя относительный импульс 

р- = р —р,, (3.6) 

запишем закон сохранения энергии в виде 

Е 72 
Om = PL = PL (3.7) 

закон сохранения углового импульса имеет вид 

Е=р_Х (1. — г) =р_Х (г. — ri), (3.8) 

а формула для угла отклонения 

с0$ф = р’. я —с0$ | 22 fi x4/ 2p — (=) — 

— amy (x)\ “ах . (3.9) 

где нижний предел интегрирования определяется из соотно- 

шения 

2p? —(-)’ — 2y (D,) m=0 р (>-} x ¢ 0) ® = ° 

Здесь у — потенциал, определенный нами в разд. 1.1. а Ду — 
наименьшее расстояние между частицами. 

В последующих рассуждениях окажется полезной другая 
формулировка этих соотношений. Обозначим через К вектор, 
определяемый равенствами 

К =1, K-L=0, 

K-p._=—p-_sin($). (3.10) 

Тогда законы столкновений приобретают простой вид 

р. = р, --(К.р-)К, р. =р,—(К.р-)К, 
р =р_ — 2(К.р_)К. (3.11) 

Согласно этим соотношениям, в процессе столкновения 

относительный импульс изменяется по направлению, тогда 

как его абсолютное значение остается неизменным. Забегая
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вперед, приведем следующие соотношения, которые легко 
получаются путем введения декаэтовых координат, причем 
одна из осей выбирается параллельно 1, а другая парал- 
лельно р- !): 

(КЮ): (КК) =1, (КЮ:(Кр- | р_-Ю=2(К.р.), 

(Kp_ -+ p_K): (Kp_ + p_K)=2[p? +(K- p_)’]. 

Подынтегральная функция в (3.4) равна нулю, если в интер- 
вале времени между Е — * и # не происходит соударения, при- 
водящего к заметному изменению импульса. Для данных ру, ро 
и г, конец вектора г. соответственно находится в небольшом 
объеме, в котором заключены все возможные начальные 
точки, благоприятные для столкновения. Эти точки располо- 
жены внутри цилиндра, основанием которого является пло- 
скость, проходящая через частицу | и перпендикулярная р_. 
Плоскость основания формально может быть бесконечно: про- 
тяженной, но практически она ограничена кругом радиусом 

менее 107’ см. Высота цилиндра равна p_t/m. 
Введем обозначение 4г=—=айаа, где аа — элемент по- 

верхности, перпендикулярной к р_. Интегрирование правой 
части уравнения (3.4) по 4Й (составляющей г. по направле- 
нию р_) легко осуществляется, так как подынтегральная 
величина не зависит от этой переменной. Остающийся диф- 

ференциал второго порядка равен 4а = [(р_)*А (р_, )/m] aK, 
где А — сечение столкновения, а АК — бесконечно малый 

(3.12) 

Г) Произведение @.а тензора @ на вектор а определяется 
как вектор, компоненты которого задаются равенствами 

(а . а) == У, Сава. 

В 

Скалярное произведение G-G’ двух тензоров @ и @’ опреде- 
ляется как тензор с компонентами 

(а. @’),; = >10. 
7 

Бискалярное произведение двух тензоров @: Я’ определяется как 
скаляр, равпый сумме произведений соответственных компонент @ 
и С’, т. е. , 

GG = 22 бы. 

— Прим. перев.
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телесный угол, ограничивающий бесконечно малую область 
углов отклонения. Сечения столкновения одинаковы для пар 
взаимно обратных столкновений р’-—р_ ир_->р›, от- 
личающихся только знаком ys угол АК можно разложить на 

1 
составляющие dK = 4 cos % 5 4фаВ, где В — азимут относи- 

тельно р_. 
Введя длину 

Г 
В = —_, . > (3.13) 

написанный выше дифференциал можно записать в виде 

v 
da= a p_BdB dp, (3.14) 

где угол отклонения теперь рассматривается как функция В 
и р.. 

Функция (1) (1) определяет распределение по импульсам 
и координатам молекулы с индексом 1. Обозначим число 
частиц, находящихся в элементе фазового пространства 
вблизи р:, г., Yepes f(p,, ry) = М№МГО) (1). Если мы рассма- 
триваем две частицы, то в качестве аргумента следует брать 
либо р.:, Ty, либо ро, го. Выражая поток импульса или энер- 
гии [согласно (1.11) или (1.13)] через эти функции распре- 
деления, необходимо принимать во внимание множитель №. 

Подставляя выражение (3.14) для аа и функцию распре- 
деления rer г.) в уравнение (3.4), найдем 

oF (Pn #1 ) 4 Pt Pi О/(рь г!) __ 
Г! 

[(Рь, г) Л(Р» г) — Л(Рь, г) Л (Рь го) Х 
< p_B dB aB dpy. (3.15) 

Это уравнение носит название кинетического уравнения. 
Оно впервые было получено Больцманом путем следующих 
рассуждений: в единицу времени из элемента фазового про- 
странства вблизи р: вследствие столкновений выводится f dp, 
частиц. Но за тот же промежуток времени в этот элемент 
фазового объема поступают частицы из других элементов 
со скоростью, определяемой вторым членом правой части 
равенства (3.15).
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3.3. Уравнение Фоккера — Планка !) 

Если плотность жидкости настолько высока, что частицы 
все время остаются в пределах поля сил взаимодействия со 
своими соседями, то понятие столкновений теряет силу. 
С другой стороны, среднее изменение импульса в единицу 
времени должно быть при этом невелико по сравнению с абсо- 
лютным значением самого среднего импульса. 

Эти предположения позволяют придать правой части урав- 
нения (3.2) относительно простой вид. В то время как одиноч- 
ная частица (или пара соседних частиц) подвергается случай- 
ным столкновениям, связанным с движением ее соседей, 
влияние этой частицы на соседние будет незначительным; это 
следует из того, что состояние движения частицы или пары 
частиц в некоторый момент времени не зависит от состояния 
движения в другой момент. 

Движение частиц можно, следовательно, описывать как 
случайный процесс. Математически это предположение фор- 
мулируется постулированием следующего соотношения: 

(Е. — Е.Ф), ..г = для Их. (3.16) 

Здесь сила, действующая на частицу, обозначена через Е, == 

=—— 9Ф/дг,. Использование этой корреляционной функции 
поясняется в разд. 9.1. 

_ Согласно уравнению (3.16), силы в различные моменты 
времени статистически независимы, если превышено время 
корреляции *. Это утверждение следует рассматривать как 
гипотезу, но предполагается, что оно может быть выведено 
из уравнений движения. Имеет смысл рассмотреть следствия 
уравнения (3.16), так как этого постулата достаточно для 
показа необратимой природы приближения к равновесному 
состоянию. 

Функцию распределения / (№) можно формально записать 
в виде произведения 

FM (fy oe. Py) = 
=f) (Py гл) Л (ро... ры» Го... Гм; Г, Pi) (3.17) 

  

г) См., например, [63] и дополнительную литературу [23, 30]. — 
Прим. перев.
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где второй множитель представляет собой условное расире- 

деление по динамическим переменным Л — |1 частиц при фи- 
ксированном значении координат и импульса одной частицы. 

Предполагается, что условная вероятность очень слабо 
зависит от значений р, и г,. В соответствии с этим пред- 
положением функция распределения имеет вид равновесного 
распределения, зависящего от времени только через времен- 
ную зависимость импульса ру: 

2p; — 
N—1; 1) — — f' |= exp( ОТ Pi) 

2 

Подставляя (3.17) и (3.18) в правую часть уравнения (3.2) 
и полагая п = 1, получим 

— Ло + [Оф —Арь ...) А-В Вар, ... ат 

Левая часть уравнения (3.2) при тепловом равновесии обра- 

щается в нуль, а 7) при п=1 можно заменить на fC), 
Интегрирование в правой части проводится в первую оче- 
редь по тем фазовым подпространствам, в которых Др, по- 

CTOAHHO: 

(1) (1) (2 4 Pi, of ) =   _——  ¢ 

ot m Or, 

=— f+ f fp, —Ap, ty OW (Ap) dp). (3.19) 

Здесь № (Ар!) — фазовый объем. тех подпространств. где 
Др, == соп5{; поэтому Й — неотрицательная функция, которую 
можно интерпретировать как вероятность. 

Можно показать, что [wa (Ap,) = 1. Фактического опре- 

деления функции \ можно избежать, используя соответст- 

вующие средние величины. 
Согласно (3.16), интеграл по времени от автокорреля- 

ционной функции межмолекулярного взаимодействия не зави-
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сит от времени и мы можем ввести постоянную трения 

с помощью выражения 

t 

b= [Pete F,O)p,..r at’. (3.20) 
t—t 

Постоянная трения не зависит от времени, хотя может за- 
висеть от импульса. Приращение импульса равно 

t 

t—t 

Среднее и средний квадрат приращения импульса можно 
выразить через постоянную трения: 

(Ар)ь, ... 1, == — брут, (3.21) 
(Ар [Р)р, ... г, == 2 То. (3.22) 

Эти величины пропорциональны <, тогда как более высокие 
степени пропорциональны ^? или даже имеют еще меньшую 
величину и, следовательно, ими можно пренебречь. 

Разложим теперь выражение, стоящее под знаком инте- 
грала в (3.19), по степеням Ар, так, чтобы результат инте- 
грирования можно было представить через средние значения 
степеней. По (3.21) и (3.22) получаем следующее уравнение: 

(1) of) 
+ [ps + (#76), (3.23) 
где /() можно толковать как одночастичную функцию pac- 
пределения изображающей частицы. 

Известно, что уравнения, подобные соотношению (3.23), 
называемому уравнением Фоккера — Планка, применяются 
для описания диффузионных процессов. Это говорит о том, 
что уравнениями такого рода определяется необратимая при- 
рода приближения к равновесию. 

Термин „постоянная трения“, введенный для величины, 
определяемой по уравнению (3.20), объясняется соотноше- 
нием (3.21), из которого ясно, что В определяет действую- 
щую на движущуюся частицу силу, пропорциональную ско- 
рости частицы и направленную противоположно ее движению. 
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Правую часть уравнения (3.23) можно, не обращаясь 
к динамике, истолковать на языке вероятностей. Эта точка 
зрения будет проведена в разд. 8.1 и 8.2. 

Предположение, что постоянная трения не зависит от 
времени, связано с допущением, что речь идет о промежут- 
ках времени, больших по сравнению со временем, необхо- 
димым для проведения измерения; если бы мы определили 
постоянную трения интегрированием по времени в беско- 
нечных пределах, мы получили бы нуль. Другими словами, 
график постоянной трения имеет конечный горизонтальный 
участок и стремится к нулю на бесконечности. 

Аналогичные рассуждения применимы и к бинарным функ- 
циям распределения. В этом случае удобно применять коор- 
динаты и импульсы, соответствующие движению центра тя- 
жести двух частиц и их относительному движению. 

В дополнение к импульсам (3.5) и (3.6) определим еще 
следующие величины: 

ry = (+ г) re = (2 -— го. (3.24) 

1 1 
Е, = 5] (Ро + F,), F_ = 9 (F, — F,). (3.25) 

Бинарную функцию распределения определим так: 

ИА == 10) (р+, р_, г. г) #2, (3.26) 

Здесь второй множитель представляет собой условное распре- 
деление для № — 2 ‘частиц при фиксированных координатах 
и импульсах двух частиц. Это распределение имеет вид 

2 2 
fin-2 1, 2) —ехр (АР (1 — P+ Ps TP =P=) fm, (3.27) 

Мы снова будем предполагать, что корреляционная и авто- 
корреляционная функции обращаются в нуль по истечении 
короткого промежутка времени. 

Прибавим к обеим сторонам равенства (3.2) член 

af?) 

2 (F_)p, РМ Op_ 

и положим И равным двум. Тогда при равновесии левая 
часть стремится к нулю и исчезает необходимость разли- 

чать (2) и / (2). А далее, шаг за шагом, повторяется с не- 
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значительными изменениями приведенный выше вывод урав- 
нения (3.27). Интегральное уравнение, соответствующее урав- 
нению (3.19), будет иметь вид 

9 1 9 д д 

“(ее (т) (+ are + Pe arr) FPF) Br] 1? = 
=—f%+ ff (p,—Ap,, p._—Ap_)W (Ap,, Ap_) x 

Xd(Ap,)d(Ap_). — (3.28) 
Теперь вместо скалярной постоянной трения нам придется 
рассматривать три тензорные величины 

1 

2 = т [ (F(t +’) F (dt, (3.29) 
{—t 

где индексы |+ и у стоят вместо | и —. Тензоры трения 
ввиду сделанных предположений не зависят от времени, но 
могут зависеть от координат и импульсов частиц | и 2. 

Относительную силу можно подразделить на прямую и 
косвенную; последняя дает нам эффект ближнего порядка, 
преобладающий в жидкостях!): 

N 

ее 
j=3 

Первый член разложения входит в постоянные трения 
с множителем < и поэтому им можно пренебречь. Соответ- 
ственно этому при вычислении тензоров трения относитель- 
ную силу можно заменить относительной косвенной силой. 

Средние и среднеквадратичные приращения импульсов 
и средние произведения приращений выражаются через тен- 
зоры трения и пропорциональны величинам 

Ар.) —=—* У bi, "р, 

(Ap_)=—*) b_,-p,—2 f (F) at, (3.30) 
У t—t 

(Ар, Ар, ) = 4mkTb,,*. 

') См. дополнительную литературу [43а]. — Прим. ред.
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Средними значениями более высоких степеней приращений 
так же, как и ранее, можно пренебречь. 

В конечном итоге получаем следующее дифференциальное 
уравнение: 

5+ Gin) Zoey) +209 ap = 
HY ah {bse [not he min,.]}. 00-4 

2 fe) У ” at} — 2 of. Ге. \dt). (3.31) 
t—t 

Можно принять, что два последних члена взаимно уничтожаются. 
Остающееся уравнение будет того же типа, что и (3.23). 
Постоянные трения, входящие в уравнения (3.30), полу- 
чаются усреднением по М— 3 частицам, а не по М— 2. 
Это может существенно сказаться на численном значении и 
температурной зависимости констант. 

В последующих главах будет показано, что кинетическое 
уравнение (3.15) и уравнение Фоккера — Планка (3.31) мо- 
гут быть использованы для вывода коэффициентов переноса, 
в частности коэффициентов вязкости и теплопроводности 
в газах и жидкостях. 

Интерпретация явлений необратимости, данная в предыду- 
щих разделах, связана с существованием процессов, вероят- 
ность которых пропорциональна времени. В газах такими 
процессами являются столкновения. В жидкостях они еще 
не идентифицированы, но их существование непосредственно 
подразумевается в сделанном нами предположении, что по- 
стоянные трения имеют конечную и не зависящую от времени 
величину.



[V 

UAVAAAAEAEAAAM:«=Ood TTA BOA AAAI 

Вязкость ци теплопроводность газов 

4.1. Стационарные неравновесные распределения 

Коэффициенты вязкости и теплопроводности определяются 
соответственно через стационарные скорость сдвига и гра- 
диент температуры и могут быть, таким образом, полу- 
чены из не зависящей от времени функции распределения. 
Кинетическое уравнение (3.15) имеет следующее не зависящее 
от времени решение: 

— 2 

fo (Pr ry=t— 7 exp(— - me ); (4.1) 
т (2тЕГ)" InkT . 

где плотность р, скорость дрейфа с и температура Г — одно- 
родны. Мы не можем определенно утверждать, что не суще- 
ствует еще какого-либо другого независимого от времени 
решения, но предполагается, что такового нет. 

В стационарном вязком течении при постоянной скорости 
сдвига (равной 1/. а) и бесконечно малой скорости расширения 

а: 1 =0 (4.2) 

скорость дрейфа будет линейной функцией координат 

с =а.г.. (4.3) 

Функцию распределения можно записать в виде 

= + (а: м] Л» (4.4) 

где \/ — неизвестная (тензорная) функция импульса р., опре- 
деляемая подстановкой (4.4) в (3.15). Если величина а доста- 
точно мала, то отклонения от равновесия будут небольшими, 
но в большинстве случаев зависящими от времени. Однако, 
если все члены с квадратами и более высокими степенями а,
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опустить, мы получим неоднородное линейное уравнение 
для \/, которое дает независимое от времени решение 

вт [а: (р. —з 2) =— а: / (р г.) [м (Р)-+ 
+ м (р!) —м (р.) — м(р!)] Р-ВаВ аВар.. (4.5) 

В этом уравнении второй член в левой части введен для 

того, чтобы удовлетворить условию (4.2). 
Аналогичным образом для постоянного градиента темпера- 

туры (равного аГу) температура и плотность будут линейными 
функциями координат. Предполагая, что давление однородно 
и что соотношение между давлением, плотностью и темпера- 
турой соответствует локальному равновесию: 

Т=Т, (1 + а-г)), (4.6) 

р= (1 —а- г), (4.7) 

мы можем записать функцию распределения в виде 

= (1 а. м) /», (4.8) 

где \ — неизвестная (векторная) функция от р,, определяемая 
подстановкой (4.8) в (3.15). Если а достаточно мало, то 
отклонение от равновесия невелико, но в общем случае зависит 
от времени. Если, однако, отбросить все члены второго по- 
рядка и с более высокими степенями а, мы получим неодно- 
родное линейное уравнение для м, которое имеет независимое 
от времени решение 

т 5 а (т) ра. [Л Фь 5) м9 + 
+2) —м (р) —м (22-84844, (49) 

где Т написано вместо Г.. 
Стационарные неравновесные функции распределения полу- 

чаются из решений уравнений (4.5) и (4.9). При выводе этих 
распределений мы используем тензорные обозначения, которые 
в конечном итоге не более сложны, чем координатная запись, 
но делают вывод гораздо более ясным.
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4.2. Методика вычислений 

Уравнения (4.5) и (4.9) должны удовлетворяться для любой 
составляющей вектора или тензора, поскольку в пространстве 
нет преимущественного направления; это дает возможность 
упростить уравнения: 

нат (м — 3 2) =— м / (м) + м) — 
— (р) — м (р р_ВаВ а ар, (4.10) 

Pi 5 
(fi —5) р. =— [три (р) м (р) — 

—мф)— фр. Вавазар,. (4.11) 
Эти уравнения в компактной форме выражают систему из 
пяти или трех уравнений для такого же числа неизвестных 
функций, причем каждая функция зависит от трех составляю- 
щих импульса как независимых переменных. Число перемен- 
ных как независимых, так и зависимых заметно уменьшается 
при введении эмпирического предположения относительно 
угловой зависимости неизвестных функций. В справедливости 
такого предположения можно убедиться, подставляя получен- 
ные решения в уравнения и проверяя, удовлетворяются ли 
они этими решениями для любого тензора а или соответственно 
вектора а. В соответствии с этим мы принимаем, что неиз- 
вестные функции зависят от углов так же, как и левая часть 
решаемого уравнения. Таким образом, 

w(P,) =[Pip, — 5 21 |0, (р)). (4.12) 
2 

Pj 5 

где С, и Ст — теперь единственные неизвестные функции; 
они скалярны и зависят от одной скалярной переменной. 

Для определения этих функций аналитические методы 
непригодны, а численные методы не позволяют уяснить общих 
свойств полученных результатов. Ниже дано приближенное 
решение этих уравнений частично аналитическим методом. Этот 
метод заключается в замене неизвестных функций G, u Gr 
константами, которые подбираются таким образом, чтобы
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обеспечить наилучшее приближение для значений потока 
импульса или энергии. 

Умножим обе части уравнения (4.10) на (р.р,) о (р:) арт, 
а (4.11) — на р, (pi/2mkT) f, (р!) ар,. Интегрированием по ар, 

мы получим среднее взвешенное от наших уравнений, причем 
их левые части становятся равными 

air J fo(P.)[ (PrP, —з pil) (Р.Р) | ар, 

1 р! 5 

ImkT ле) 52 5 Pi ap. 

Эти выражения пропорциональны соответственно потокам 
импульса и энергии, что следует из уравнений (1.11) и (1.13) 
(где вторые слагаемые в правых частях малы в случае газов), 
а также из уравнений (4.12) и (4.13) и из предположения, 
что С; и Ст; должны быть постоянными. Интегрирование 
в правых частях осуществимо, так как р, и ро, согласно 
(3.9)—(3.11), выражаются как функции р:, ро, В и 6. После 
интегрирования уравнения разрешаются относительно Ц, и С-. 
Полученные решения дают для потоков импульса и энергии, 
вычисленных на основании левой части равенств (4.10) 
и (4.11), очень близкие значения по сравнению с полученными 
согласно правой части этих равенств. 

Этот вывод приближенно неравновесного распределения 
должен, вообще говоря, соответствовать точности, с которой 
известны необходимые опытные данные; Если же требуется 
большая точность, то ее можно достигнуть с помощью пред- 
положения, что Ч, и G, являются полиномами невысокого 
порядка от р!. Коэффициенты разложения и в этом случае 
получаются методом наилучшего приближения. С другой 
стороны, для повышения точности можно избрать и численный 
метод. 

Приближенный вывод имеет ряд особенностей и будет 
описан в следующем разделе. 

4.3. Определение коэффициентов переноса 

Для вывода коэффициента вязкости уравнение (4.10) сле- 
дует умножить на :р.р,. Тот же результат в конечном итоге
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получится, если из соображений удобства левая часть будет 
1 

э ` 9 7 умножена на (рр, —3 pil), а правая часть на 

1 tot 1 ,2 Г, 1 ,2 
:—ч (№ — 32 1) + (pip, — 5 2 \)— 

] 1 
— (P,P, — 321) — (p.p, — 3 Pil). (4.14) 

В соответствии с (3.11) выражение (4.14) упрощается, прини- 

мая вид 

:[2(К.р_)?КК —(К.р_)(Кр_ {р К). (4.15) 

Под знак интеграла в уравнение (4.10) следует подставить 
скалярный квадрат тензора (4.15). При вычислении скалярных 
произведений можно воспользоваться уравнениями (3.12) и 
соотношениями 

Г =3, (P,P,) > [= p’, (P,P;) : (Р.Р) = pt. (4.16) 

Применяя STH COOTHOWeHHA WH yMHOKaA Ha f,(p,)ap,, мы пол- 
но.тью вычисляем левую часть уравнения (4.10) и упрощаем 
правую часть: 

р \? _ Pit pe 
прёт = (3) С, (2®тАТ) * [ехр (НАНА) (K- py, 

(4.17) 
[22 —(К.р_}] р_ВаВаВар, ар_. 

Так как угол отклонения не зависит от р, И В, интегриро- 

вание по этим переменным можно выполнить в общем виде. 
При этом получаем 

— (пт) 4 

oo (RT) Ay” 1) 
где 

J =f e-” nj (p)dp, 

1 (р) = чп? ф(р, В) ВаВ, (4.19) 
р 

P= (4mkTy"2 

здесь | — дифференциальное сечение столкновения, /—его 
средневзвешенное значение. При определении / угол столкнове-
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ния следует рассматривать как функцию безразмерной перемен- 
ной р, анер_, так что сечение будет зависеть от температуры. 
рн поток импульса равен 

P=G,% (2nmkT)" fe тт рр: [а : (рр, — 3. 29) [ар,- 
Интеграл вычисляется путем разложения подынтегрального 

выражения по дДекартовым координатам, как и следовало 

ожидать, он равен тензору а, умноженному на скаляр: 

Р = 2 (#Т} ба. (4.20) 

Тогда коэффициент вязкости после подстановки (4.18) 
в (4.20) определяется как множитель при а: 

— 2 (nmkTy* 4 . (4.21) 

На этом аналитический метод себя исчерпывает. Если 
не рассматривать крайне упрощенных моделей (например, 
твердые сферы или частицы, взаимодействующие по простому 
степенному закону), вычисление углов отклонения и соответ- 
ственно / требует применения численных методов. 

Переходя к рассмотрению теплопроводности, следует 
прежде всего отметить, что благодаря форме функции распре- 
деления поток вещества должен быть равен нулю: 

5 
G fie | seep 5 мар, =o. 

Мы определили фупкцию распределения в предположении, 
что давление однородно при стационарных градиентах темпера- 
туры и плотности. Такое соотношение между потоком и гра- 
диентом давления представляется характерным для класси- 
ческой механики; в общем случае очевидных оснований для 
его справедливости не существует. 

При выводе функции распределения мы воспользуемся 
методом, аналогичным вышеприведенному выводу для вязкости. 

2 
! 

Уравнение (4.11) мы должны умножить на (тв). 

Однако удобнее вместо этого умножить левую часть на
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а правую — на 

| (tt 5), 4 5), 
"Зи — 9] PT \ omer — BP 

2 2 2 
Ро 5 Pi 5 

— (5 — >) Po \ OmkT — 5] р. (4.22) 

В соответствии с теоремой о столкновениях вектор (4.22) 
будет равен 

saat [— (P.*P-)K+2(K- p_)(K-p,) K— 

—(K-p,)p_](K-p_). (4.23) 

Скалярный квадрат вектора (4.23) следует подставить в подын- 
тегральное выражение (4.11). Путем умножения Ha f)(p,) ap, 
мы можем полностью вычислить левую часть (4.11) и упро- 
стить правую часть: 

bo G, PtP 
2 РТ = 32m? (2mkT)"? x” J exp (— 4mkT )x 

ХР, "Р-Н (К.р,)рР- —2(К.р_)(К.р,) (р.р_)] Х 
Хх (К.-р_}р_ВаВ Вар, ар_. 

Усредняя, далее, по направлениям вектора р., мы должны 

учесть, что среднее по направлениям от любой нечетной сте- 
пени компоненты р, равно нулю, а среднее от квадрата любой 
декартовой компоненты р, равно одной трети от среднего 

значения р’. Далее, 

(К-р,) (р. `Р-)=(К-р.) (Кр). 
Таким образом, интегрирование по @р, и В дает 

Ст = 15(xmkT)" pd. (4.24) 

  

Средний поток энергии равен 

[т \* Pt } м 5 
Ц = 5 (нЕт) От | хр — ЭтёТ/ \ЭтёТ 9] (РР Х 

2 
Py 

Х 5 Ри @р!. 
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Разлагая по декартовым координатам, мы находим, что он 
равен вектору аГ, умноженному на скаляр: 

© = = т (ЕТ)? СтаТ. (4.25) 

Подставляя (4.24) в (4.25), получим коэффициент теплопро- 
водности как множитель при аГ: 

2 1 

he DHT (4.26) 
128m °J 

Сечения столкновения для теплопроводности и вязкости 
одинаковы, однако этот результат не обязательно должен 
сохраниться при более точном выводе. Отношение двух коэф- 
фициентов переноса не зависит от этого сечения: 

(4.27) 

Таким образом, мы видим, что коэффициенты переноса 
можно вывести из молекулярных свойств — массы и потен- 
циала взаимодействия. 

Функции распределения для смесей зависят не только от 
температуры и плотности, но и от концентрации, как от 
параметра. В этом случае кинетические уравнения устанавли- 
ваются для каждого типа молекул, причем учитывается разли- 
чие между силами взаимодействия пар, состоящих из различных 
частиц. По этой причине математичестий аппарат оказывается 
более сложным, чем в случае простых газов, однако принци- 
пиально новых вопросов здесь не возникает; вывод коэффи- 
циентов переноса, включая коэффициенты диффузии и термо- 
диффузии, проводится по той же схеме, что и в случае 
простых газов. 

4.4. Приближение, основанное на средней длине 
свободного пробега 

В предыдущих разделах дано законченное рассмотрение 
нарушений равновесного распределения в процессах пере- 
носа. Подводя итоги, мы можем сказать, что нарушения угло-
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вого распределения могут быть получены из элементарных 
соображений симметрии; что касается зависимости функции 
распределения от абсолютной величины импульса, то здесь 
нарушения более сложны, но, к счастью, не так велики. 
Имея в виду эти результаты, мы можем предпринять попытку 
упростить теорию. 

Применяя методы анализа размерностей к вязкому течению, 
мы замечаем, что коэффициент вязкости ( [7] =масса/длина Ж 
х время) можно выразить через массу молекулы ([т] == 

1 

— масса), среднюю скорость теплового движения ( IG: T/m) hl 

— длина!время), среднее расстояние между молекулами 

([4//№)^| = длина) и диаметр молекулы ( [Г] = длина). 
Используя первый член в (1.11) для определения потока 
импульса, мы сразу же получаем, что у пропорционально 

(МУ) (тЕТ)" Е, где множитель Ё имеет размерность длины; 
ввиду того что у нас имеются две единицы длины, этот мно- 
житель однозначно не определен. Требуется привлечение 
дальнейших динамических соображений в виде известной 

гипотезы, согласно которой молекулы передают импульс 
только на средней длине свободного пробега; в таком слу- 
чае Г отождествляется со средней длиной свободного пробега, 
которая равна 2 —У//М№г2; таким образом, 

(ТЕТ)! 
=. 

Го 

В некотором отношении эта аргументация вполне доста- 
точна. 

Однако попытки ряда авторов произвести количествен- 
ные вычисления потока импульса без знания отклонений 
функции распределения от равновесного значения едва ли 
могут быть оправданны. В общепринятом выводе средний 
поток импульса в любой точке заменяется средним по сфери- 
ческой поверхности, окружающей эту точку; при усреднении 
используется функция равновесного распределения, что ведет 
к пренебрежению теми состояниями движения, в которых 
радиальная составляющая скорости положительна. В действи- 
тельности такой вывод неудовлетворителен даже в качествен- 
ном отношении, так как в этом случае получается, что давление 
пропорционально градиенту скорости, а не скорости сдвига.
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Будучи применена к газовому цилиндру, находящемуся в со- 

стоянии равномерного вращения, элементарная теория приводит 

к появлению вязкостных напряжений той же величины, что 

и в ламинарном потоке, тогда как в действительности вяз- 

костные напряжения отсутствупот. 

Следовательно, кинетические теории, не учитывающие 

отклонений функций распределения от равновесных значений, 

могут быть верны только в очень ограниченной области их 

применимох‹ти.



У 
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Вязкость и теплопроводность жидкостей 

5.1. Жидкое состояние !) 

Микрофизические теории жидкостей находятся в невыгод- 
ном положении по сравнению с теориями газов и твердых 
тел. Структура жидкостей, обычно описываемая как „ближний 
порядок“, весьма сложна для рассмотрения по сравнению 
со случайным расположением молекул в газах или упорядо- 
ченной кристаллической структурой твердых тел. Движение 

индивидуальных молекул в жидкости нельзя рассматривать 
независимо от движения других молекул, как это делается 
в случае газов. Такое важное понятие теории газов, как 
понятие столкновений, в случае жидкостей вообще не под- 

дается определению, так как молекулы никогда не выходят 
из сферы взаимодействия со своими соседями. В отличие от 
твердых тел движение молекул в жидкостях нельзя разложить 
на независимые типы колебаний. 

Жидкости обнаруживают характерные эмпирические 
закономерности; установлено, что свойства различных жидко- 
стей взаимозаменяемы при замене таких масштабов, как еди- 
ницы массы, объема и энергии. Другими словами, свойства 
жидкостей подчинены закону  молекулярно-динамического 
подобия. Грубую оценку свойств жидкостей легко осуществить 
путем сравнения с известными стандартными веществами при 
„соответственных“ температуре и плотности. Как основание 
для теории закон подобия имеет сомнительную ценность, так 
как он справедлив лишь приближенно и то не всегда. В виде 
правила Этвеша и закономерностей парахора этот закон был 
положен в осиову миогих теорий, которые не оправдали 

') Подробное обсуждение ряда вопросов теории жидкого состоя- 
ния см. в дополнительной литературе [43а, 44, 47]. —ГТ рим. ред.
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ожиданий. Более того, во многих случаях OH затруднял 
экспериментальную проверку теорий; если некоторая моле- 
кулярная модель жидкого состояния претендует, хотя бы при- 
ближенно, на согласие с экспериментом, то это лишь говорит 
о том, что она подчиняется закону подобия, а этим свойством 
обладает большинство моделей. 

Однако, несмотря на эти недостатки, основные принципы 
теории равновесных состояний успешно применяются и 
к жидкостям; некоторые из используемых рассуждений рас- 
смотрены в разд. 2.2. Можно надеяться, что закон подобия 
будет в конечном счете обоснован и усовершенствован. 

Вязкость жидкостей с давних пор привлекает внимание 
исследователей. От вязкости газов она существенно отли- 
чается отрицательным температурным коэффициентом и высо- 
кой чувствительностью к изменениям температуры. Вязкость 
возрастает с увеличением плотности, поэтому одно время 
считалось, что температурный коэффициент вязкости будет 
равен нулю, если его измерять при постоянной плотности. 
Бачинский [23] выразил вязкость через свободный объем и 
экспериментально проверил свою формулу на большом числе 
различных жидкостей. Однако Андраде [24] сумел показать, 
что сильный отрицательный температурный эффект остается 

даже при отсутствии теплового расширения; он соответствует 
формуле = "ъехр (=/А Г), где е — положительная константа, 
имеющая размерность энергии. В то время как сама эта фор- 
мула получила всеобщее признание, ее интерпретация остается 
в значительной мере неясной, в особенности из-за того, что 
вязкость зависит как от температуры, так и от плотности. 
Экспоненциальная функция в формуле Андраде интерпрети- 
руется некоторыми авторами как функция равновесного распре- 
деления, причем е рассматривается как отрицательная энергия; 
другие авторы рассматривают ее как формулу, обратную 
формуле равновесного распределения, считая е положительной 
энергией „активации“. 

Теплопроводность жидкостей привлекла меньше внимания, 
чем вязкость. Гретц [22] отметил, что температурная зави- 
симость у этих двух коэффициентов переноса взаимно про- 
тивоположна по знаку и что теплопроводность не сильно 
зависит от температуры. В этом отношении жидкости заметно 
отличаются от газов, для которых коэффициенты вязкости 
и теплопроводности взаимно пропорциональны,
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Отсутствие каких-либо твердо установленных общих прин- 
ципов в теории необратимых процессов дает почву для раз- 
личных необоснованных спекуляций в истолковании коэф- 
фициентов переноса в жидкостях. В дальнейшем мы покажем, 
что последовательное применение понятий, разработанных 
в разд. 3.3, дает нам по крайней мере основу для рациональ- 
ной теории. 

В первую очередь можно отметить, что поток импульса 
и энергии в жидкостях в основном связан со вторыми чле- 
нами в правых частях уравнений (1.11) и (1.13). Это является 
следствием плотной упаковки молекул; первые члены, пре- 
обладающие в случае газов, играют довольно незначительную 
роль в явлениях переноса в жидкостях. 

5.2. Распределение по координатам 

Функцию распределения, характерную для случая вязкого 
течения и теплопроводности, можно вывести из уравнения 
Фоккера — Планка, пользуясь рассуждениями, аналогичными 
тем, которые применялись в разд. 4.1. Так как интересующий 
нас поток импульса или энергии существенно зависит от 
координат (говоря точнее, от относительных координат пары 
частиц), необходимо вывести распределение вероятностей по 
координатам, а не по импульсам. 

Бинарная функция распределения по координатам была 
определена равенством (1.8). Ее можно выразить либо как 
функцию координат г, и го, либо, по уравнению (3.24), как 
функцию от г. и г_; последнее выражение предпочтительнее. 
Кроме функции распределения, определим следующие два 
вектора потока: 

1 2 1. = т | р. За, ар., (5.1) 

1 
jJ_=a, fr. f? dp, dp_, (5.2) 

где р, ир_ определяются по (3.5) и (3.6). 

Теперь умножим уравнение (3.31) на 4р, 4р_. и проин- 

тегрируем по импульсам, причем последними двумя членами 
уравнения здесь и в дальнейшем будем пренебрегать. В ре-
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зультате получим уравнение непрерывности для двух молекул 

og” — (5; j.- (ar) Lj, (5.3) 

в которое входят три неизвестные функции: gO, j, uj. 
Для определения 2’ необходимы дополнительные урав- 

нения; мы их получим, умножая уравнение (3.31) последо- 
вательно на !/›р, ар, ар_ и на 5р_ ар_ ар_. Интегрирова- 

ние приводит к соотношению, зависящему от векторов потока 
и новых неизвестных функций, появляющихся в результате 
усреднения квадратов и перскрестных произведений компонент 
импульсов. Эти средние квадратичные мы заменим их равно- 
весными значениями, которые нам известны. С помощью такого 
искусственного приема мы получим следующие уравнения: 

еее] 
= HIG (2) 18) Ca) 

В этих уравнениях тензоры трения, определенные по (3.30), 
заменены скалярными постоянными 0, которые, однако, не 
идентичны с постоянными 6, определенными по (3.20). Если 
постоянная трения достаточно велика, то производными по 
времени в (5.4), которые пропорциональны 1/62, можно пре- 
небречь. Можно показать, что ошибка, допущениая при за- 
мене средних квадратичных значений равновесными, также 
имеет порядок 1/6°. 

Подставляя (5.4) в (5.3), получим дифференциальное 
уравнение для 2“), в которое в качестве независимых пере- 
менных входят только координаты и время, в то время как 
импульсы полностью исключаются. Это уравнение, известное 
под названием уравнения Смолуховского, имеет вид 

сы 
че «| +0(=). 6.) 

Точность может быть повышена путем сохранения всех 
членов, пропорциональных 1/6“, и пренебрежения членами 

(5.4)
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порядка О (1/63). С помощью довольно громоздких выкладок 
можно показать, что в этом случае уравнение (5.4) заменяется 
уравнением четвертого порядка. В дальнейшем эти уравне- 
ния нами не используются, а нарушение равновесного распре- 
деления определяется с помощью уравнения Смолуховского. 

Уравнение (5.4) удовлетворяется функцией равновесного 
распределения, которая может быть записана в виде 

1 U 20° (г.. r_)=v(t,)op exp (— valk 

и 
(F_)=—5,—> (5.6) 

у = f gar. 

Здесь И(г_; Т) — эффективная потенциальная энергия, за- 
висящая от относительных координат и от температуры, как 
от параметра; величина у пропорциональна локальной плот- 
ности и в случае равновесия постоянна. В неравновесном 
случае можно положить 

5 = g2 (1+), (5.7) 
где 4 — малая поправка к функции распределения. Кроме 
случая 4 = 0, не существует не зависящих от времени реше- 
ний уравнения (5.6). Как и в теории газов, из (5.5) полу- 
чаются уравнения, которые отличаются только членами, 
содержащими скорость сдвига и градиент температуры во 
второй степени, и допускают не зависящие от времени реше- 
ния, характеризующие стационарные неравновесные распреде- 
ления. 

5.3. Коэффициенты переноса 

В теории вязкого течения к правой части уравнения (5.5) 
добавляются члены, связанные со скоростью дрейфа, 

д д 
а. lar (g?) r,) + oF (gr_)| | 

где Ша — скорость сдвига. Выражая функцию распреде- 
ления в виде (5.7) и пренебрегая членами с квадратами и 
более высокими степенями а и произведениями а на @W, MbI 
получим неоднородное дифференциальное уравнение, опреде- 
ляющее распределение, соответствующее стационарному вяз-
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кому течению. Это уравнение допускает решение, которое 
является произведением функции от г, на функцию OT r_. 
С коэффициентом вязкости связан только второй множитель. 
Записывая г вместо г_ и Е вместо Е_, мы получим уравне- 
ние для определения функции распределения в относительных 
координатах 

д |) У -- р Ув) = (т) бтР-а-г. (6.8) 

Из этого уравнения следует, что относительное движение 
пары молекул в вязком потоке носит характер вынужденной 
диффузии, наложенной на свободное диффузионное движение, 
возникающее из-за наличия скорости дрейфа, которая под- 
держивается за счет внешних воздействий. 

Для того чтобы найти независимое от времени решение 
уравнения (5.8), положим, что а,,==а, а другие компо- 
ненты а равны нулю. Тогда правая часть уравнения (5.8) 
в функции полярных углов $ и $ приобретет следующий 
ВИД: 

abmer 12 053 2272 ф $1. 

В этом случае уравнение (5.8) удовлетворяется функцией 

0 == аи (Г) $11? $ созф $, (5.9) 

так как оператор в левой части сохраняет вид угловой функ- 
ции. Неизвестная функция и (г) определяется дифференциаль- 
ным уравнением 

би bm и 2 Е / —— и + (5+ т) а = ни ГР. (5.10) 

Коэффициент вязкости получается в виде 

7 = oe [ ехр (— oo u(r) K (r) r'sin’ 3 cos’¢ sin? pdr db dg, 

(5.11) 

  

где ( выражено как функция =, — г, а 

K (7) — [6S 
]. = 2r) 

Нам остается получить функцию и(г) путем решения 
уравнения (5.10). Легко убедиться, что оно допускает част-
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ное решение '/›бт (г/ЕТ)?, которое не зависит от вида функ- 
ции Р (г). В общее решение дифференциального уравнения 
входят две постоянные интегрирования. Для определения этих 
постоянных необходимо принять, что функция и (г) стремится 
к нулю на бесконечности; в противном случае нарушение 
равновесного распределения будет возрастать с увеличением 
расстояния между молекулами. 

Необходимо также другое условие; на первый взгляд 
имеет смысл потребовать, чтобы и (0) = 0, так как в про- 
тивном случае и будет на бесконечно малых расстояниях 
стремиться к бесконечности как 1/г3. Однако при выполнении 
этого условия функция и(г) будет исчезать на больших 
расстояниях пропорционально 1/73 (проверка этого не сложна, 
и мы ее опускаем), приводя в конечном итоге к сильной 
анизотропии потока, что неправдоподобно. 

С другой стороны, соображения, по которым и (0) не 
может достигать бесконечности, не являются категорическими, 
если интеграл (5.11) остается конечным. В соответствии 
с этим мы постулируем, что нарушение равновесного рас- 
пределения на больших межмолекулярных расстояниях стре- 
мится к нулю на один порядок быстрее, чем отрицательная 
третья степень расстояния, т. е. 

т гЗи (г) =0. (5.12) 
г со 

Этим условием однозначно определяется решение уравне- 
ния (5.10). Функция и (0) достигает бесконечности, а вычи- 
сленная вязкость остается конечной. 

Так как условие (5.12) необычного рода, то нам доста- 
вляет удовлетворение тот факт, что оно подкрепляется мате- 
матическими доводами: если, сохраняя члены порядка 1/62, 
мы заменим уравнение (5.5) соответствующим уравнением 
четвертого порядка, то условие (5.12) по-прежнему определит 
однозначное решение, из которого можно получить конечное 
значение вязкости; альтернативное же условие и (0) =0 при- 
водит к неопределенности, так как оно совместимо с раз- 
личными решениями. 

Уравнение (5.10) можно проинтегрировать обычными чи- 
сленными методами. Точность результата зависит от той 
точности, с которой известна функция Р (Г).
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Даже не выполняя точного интегрирования, можно по- 
казать, что функция и (г) имеет тенденцию достигать больших 
значений в областях высокой потенциальной энергии. Это 
приводит к значительному нарушению равновесного распре- 
деления, уменьшающемуся с ростом температуры. Так возникает 
температурная зависимость вязкости, которая может быть 
выражена экспоненциальной формулой Андраде. Однако для 
температурной зависимости до сих пор не удалось вывести 
какое-либо простое выражение. 

Все специфические свойства функции распределения 
являются прямым следствием граничного условия (5.12) и 
не были бы получены, если бы мы применили альтернатив- 
ное условие. Физическое истолкование функции распределе- 
ния этого типа может быть получено путем обычных рас- 
суждений: в вязком потоке молекулы должны протискиваться 
между соседними молекулами, преодолевая силы отталкива- 
ния; положения с высокой потенциальной энергией, которые 

в случае равновесия мало населены, приобретают в соответ- 
ствии с этим в вязком потоке необычно высокую вероятность. 

С помощью этой теории вязкости оказалось возможным 
объяснить многие неясные до того вопросы, но в отношении 
количественных результатов до сих пор достигнуто мало. 
Однако можно показать, что теория объясняет наблюдаемое 
различие в температурной зависимости вязкости и теплопро- 
водности. 

Однородные градиенты температуры и плотности можно 
представить в трехмерном пространстве, пользуясь соотно- 
шениями 

T=T7T)(1+ a-r), 

р = ро (1 — А - Г), (2.18) 

где постоянные а и А связаны друг с другом условием по- 
стоянства давления, которое, однако, не имеет столь про- 
стого вида, как в случае газов. Поток энергии опреде- 
ляется выражением 

(9 = [ие-ке)-+х г) И. г ат. 

где вектор j, определяется уравнением (5.1) и пропор- 
ционален а. Он зависит от нарушения равновесного распре- 
деления [уравнение (5.7)]. Это выражение выводится из
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уравнения (5.5), видоизмененного в соответствии с (5.13). 
Из этого уравнения следует, что молекулярное движение 
носит характер вынужденной диффузии под действием неод- 
нородности температуры, поддерживаемой за счет внешних 
причин. Путем предварительного решения исследуется зави- 
симость % от относительных координат. При бесконечном 
разделении % должна приводить к однородному градиенту 
плотности; это граничное условие сильно отличается от усло- 
вия (5.12). В качестве второго условия принимается, что 
и (0) =0; это условие было отброшено в теории вязкого 
течения, однако теперь оно необходимо для того, чтобы сред- 

ний поток не был бесконечно большим. 
Этих условий достаточно, чтобы показать, что наруше- 

ние равновесного радиального распределения в стационарном 
лепловом потоке отличается от нарушения, соответствую- 
щего вязкому течению, и что здесь уже нет преимущест- 
венной вероятности для положений с высоким значением по- 
тенциальной энергии. Коэффициент теплопроводности может 
в соответствии с этим не зависеть заметно от темпера- 
туры. 

Приведенные рассуждения целиком основаны на исполь- 
зовании бинарных функций распределения как для равновес- 
ного состояния, так и для процессов переноса. Обоснован- 
ность такого подхода может быть доказана только экспери- 
ментальной проверкой, которая пока отсутствует. Поэтому 
не исключена возможность, что окажется необходимым при- 
менить тернарные функции распределения или другие мате- 
матические методы. 

Другим и более существенным недостатком теории является 
отсутствие сведений относительно постоянной трения (3.20) 
или тензоров трения (3.30). Они являются единственными 
параметрами в уравнениях Смолуховского, которые не опре- 
деляются из термодинамических свойств жидкости. Не имея 
сведений относительно этих величин, едва ли возможно прак- 
тически осуществить экспериментальную проверку теории. 

Корреляционные функции межмолекулярного взаимодей- 
ствия играют в теории переноса в жидкостях такую же роль, 
как сечение столкновения в случае газов. Их вывод связан 
с интегрированием уравнений движения механики в пределах 
конечного интервала времени, позволяющего полностью учесть 
совместное движение большого числа частиц,
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Порядок величины этих функций был получен Киркву- 
дом [37], который предположил, что автокорреляционная 
функция в зависимости от времени имеет вид гауссовой кри- 
вой. Последнюю легко оценить для малых интервалов вре- 
мени, а затем проэкстраполировать. В результате получаем 

— 29° (РИ 6iTo ? (5.14) 

где ЕР, — сила, действующая на молекулу, а ® — круговая 
частота ее колебаний. Эта грубая оценка не претендует на 
большую точность. 

Можно показать, что простые механические модели 
жидкости, описывающие, например, движение частицы в усред- 
ненном поле соседних частиц, мало пригодны; из таких моде- 
лей обычно следует, что постоянные трения стремятся к нулю 
или к бесконечности; конечные значения получаются только 
при весьма искусственных предположениях. Вывод автокорре- 
ляционной функции межмолекулярного взаимодействия выхо- 
дит за пределы возможностей обычных методов аналитической 
механики. 

Достигнуть прогресса в этом вопросе, по-видимому, воз- 
можно посредством учета случайного характера движения 
молекул. Молекулы в жидкости локализованы в течение дли- 
тельных промежутков времени, но энергия может передаваться 
на большие расстояния даже в молекулярном масштабе вре- 
мени посредством звуковых волн. Таким образом, автокорре- 
ляционная функция в соответствии с уравнением (8.14) должна 
быть тесно связана со спектральным распределением звуко- 
вых волн, если рассматривать их как функции времени и 
подвергнуть гармоническому анализу. Исследовать детали 
этого спектрального распределения легче, чем проследить 
за движением молекулы. 

В настоящее время успешно проводятся исследования по 
разработке количественного вывода корреляционных функ- 
ций; хотя до сих пор количественные результаты не полу- 
чены, этот недостаток теории в ближайшее время будет, 
по-видимому, устранен.
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Статистическая квантовая механика. 
Общая теория 

6.1. Функции распределения 

При попытке описать динамические процессы с макси- 
мально возможной точностью мы обнаруживаем глубокое раз- 
личие между ньютоновской и квантовой механикой. Однако 
в статистических теориях устанавливаются связи между ста- 
тистическими средними; в этом случае разрыв сужается и 
сводится в сущности к деталям, а не к принципиальным поло- 
жениям!). Ниже мы покажем, что теории, сформулированные 
в предыдущих разделах, можно с незначительным видоизме- 
нением приспособить к требованиям квантовой механики. При 
выводе необходимых соотношений мы будем пользоваться 
формулами квантовой механики и матричного исчисления. 

В квантовой механике наблюдаемые величины классиче- 
ской физики представляются операторами, причем классиче- 
ские соотношения между физическими величинами, вообще 
говоря, сохраняют свою форму и для операторов; это отно- 
сится, в частности, к определению (1.2) функции Гамильтона. 
Уравнения движения и уравнение Лиувилля теперь формули- 
руются в виде 

ар) i ary i 

(№ 
— or — > [Hf\™) — fH], (6.2) 

где 4—noctosnuad Ilnanka, a h=h/2r. 

') Эта точка зрения автора представляется субъективной. — 
Прим. перев.
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Здесь операторы р, и г, подчиняются правилу комму- 
тации 

В 
р;г, — гр, = (7) I. 

Координаты и импульсы различных частиц всегда коммута- 
тивны. „Статистический оператор“ ГМ: определяется 

таким образом, чтобы в любом матричном представлении 
диагональная сумма матричного произведения /“^А равнялась 
математическому ожиданию наблюдаемой величины А. Мат- 
ричные компоненты /“^ обычно усредняются по их фазам. 
Нам нет необходимости подробно рассматривать абстрактную 
алгебру операторов, так как мы будем пользоваться таким 
представлением /“^), в котором отчетливо выступает тесная 
связь операторного представления с классической статисти- 
ческой механикой. 

Обозначим через ф, (г, ..., Гл, Ё) набор волновых фуик- 
ций системы; они могут, хотя это и не обязательно, соот- 
ветствовать стационарным состояниям. В соответствии с прин- 
ципами волновой механики волновые функции должны быть 
либо полностью симметричны, либо полностью антисимме- 
тричны по отношению к перестановкам частиц (соответственно 
„бозоны“ и „фермионы“). 

Волновые функции зависят в общем случае от спиновых 
переменных, но на данном этапе эту зависимость можно не 
учитывать. С помощью волновых функций статистический 

оператор может быть представлен в виде 

ЛМ) (ру, coe, Ом, Гу +-., Frys Г) = 

(У ых 
2 n° 

Kb (ty + Sp eee. Py + Sy) XP — =] 2B Pa “П“, (6.3) 

где переменные $„р— приращения координатных векторов, 
а коэффициенты с, — положительные постоянные, удовлетво- 
ряющие условию Ус, =1. В уравнении (6.3) символы р, 

и г, уже не операторы, а обычные величины, так что /(\) 

имеет вид функции распределения в фазовом пространстве. 
Она действительна и симметрична по отношению к переста-
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новкам частиц. Принципиальная невозможность приписать 
положению и импульсу некоторой частицы одновременные 
числовые значения учитывается в функции /(“№ тем, что ee 

знак различен в разных областях фазового пространства. 
Математические ожидания любой функции динамических 

переменных вычисляются как средние значения, как если бы 
№ представляла собой функцию распределения вероятно- 
стей. Это можно показать, рассматривая сначала „проек- 
ции“ /(\ на пространство координат или пространство им- 

пульсов, т. е. fre ар, и [ ary. Они соответствуют 

истинным функциям распределения вероятностей по коорди- 
натам и импульсам соответственно и могут применяться для 
усреднения всех функций динамических переменных, которые 
не содержат некоммутирующих множителей. 

Применение /^ для вычисления средних значений дина- 
мических функций, зависящих от произведений некоммути- 

рующих величин, следует из соответствия между классической 
и квантовой механикой: если А(р:,..., Рл, Г, ..., Fy) — 
функция классических динамических переменных, то соответ- 
ствующий квантовомеханический оператор получается из инте- 
грала Фурье 

A (Pir ees Tp ee = 

= [a(n sees Tar Вр +... ОМ) Ж 

Х ехр [1 (пр -+ ... ем - + LL ax, de, (6.4) 

путем замены классических величин р; И г, под знаком инте- 

грала квантовыми операторами. В этом случае оказывается, 
что среднее от квантовомеханической величины А, получен- 
ное обычным методом, согласуется со средним значением 
классической величины А, полученным путем усреднения 
с помошью функции распределения (6.3). 

Это соответствие применимо также и к зависящим от 
времени величинам. Разложим классическую функцию вре- 
мени в степенной ряд. Квантовомеханические операторы, 
соответствующие классическим коэффициентам разложения, 
вычисляются описанным выше методом. Если классическая
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функция времени удовлетворяет уравнениям движения, то 
это справедливо и для квантовомеханической функции вре- 
мени, так как форма уравнений в обеих теориях одинакова. 
Статистическое среднее от функций времени можно со- 
ответственно получить с помощью функции распределе- 
ния (6.3). 

Приведенные функции распределения получаются из (6.3) 
так же, как и в классической теории. 

В соответствии с распределением (6.3) уравнение Лиу- 
вилля в квантовой механике принимает вид 

ом) pj af) 

—= Уи aR = 
j 

21+1 со N 

где Ф — потенциальная энергия взаимодействия, а оператор 
0/6г, (в отличие от 0[дг;) действует только на Ф, но не 
на /(№. Дифференциальный оператор в правой части урав- 
нения (6.5) можно при необходимости заменить интегральным 
оператором. 

Интегралы по времени от уравнения (6.5) можно выра- 
зить через трансформационную функцию в фазовом простран- 
стве К (г, г’): 

FY (ry, oes Pp eee ЕЁ ®) = 

= [кК(е. ие, Ру нь Vis coos Pur cess t) f') 

Х (г, +... Рь +. 8) Шар, г”. 

Ядро этого интегрального уравнения симметрично и является 

решением уравнения (6.5), соответствующим определенным 
начальным условиям, выраженным через дельта-функции: 

К.о= [8(г,— r)5(P; — Pj): 

Вывод теоремы вириала в квантовой механике почти ана- 

логичен классическому выводу, приведенному в разд. 1.4, 
2
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Функции ф отличаются от классических только симметриза- 

цией: 

ея Q(t, tyr) 
j 

И 
1 о У эт) Уж]. 

Л 15] 

Первый член в этом выражении можно также положить 

равным р, —г,. —р,, где первый и последний множители 

образуют скалярное произведение. 
При вычислении производной 4$/4Ё вместо классических 

уравнений (1.3) используются квантовомеханические уравне- 
ния (6.2). Если не считать некоторого усложнения, вызван- 
ного применением алгебры некоммутативных величин, вывод 
почти не отличается от приведенного в разд. 1.4. В итоге 
оказывается, что уравнения (1.11)—(1.13) остаются справед- 
ливыми и в квантовой механике; средние величины, входящие 
в эти уравнения, вычисляются с помощью статистического 
оператора в соответствующем представлении. Этот результат 
можно было бы предугадать заранее, так как классические 
уравнения не содержат произведений переменных, которые 
не коммутируют в квантовой механике; в (1.13) импульс 
центра тяжести коммутирует с относительными координатами. 

Приведенных в этом разделе доводов достаточно для 
перевода всей классической статистической механики на язык 
квантовой теории, поскольку форма окончательных выраже- 
ний остается в обеих теориях одинаковой. Результаты то- 
ждественны в предельном случае больших квантовых чисел, 
что на практике соответствует высокой температуре и низкой 
плотности. 

6.2. Равновесие 

Независимое от времени решение уравнения (6.3) имеет 
место в том случае, когда /“\) является некоторой функцией 
оператора энергии. Если система ограничена конечным объе- 
мом, она обладает дискретными энергетическими уровнями. 
При этом оператор /“^) в энергетическом представлении изо- 
бразится диагональной матрицей. Обозначая через ®,„ крат-



62 ГЛАВА У! 
  

ность энергетических уровней, мы в соответствии с (2.1) 
получим 

№ — № = soy ee, (6.6) 

Здесь кратность уровня <, замещает роль классического 
дифференциала 4% (Е). Статистическая сумма Й определяется 
соотношением 

Z(T, V) = Мей! в. (6.7) 

Термодинамические функции вычисляются по уравнениям (2.4). 
Если требуется получить функцию распределения, выра- 

женную через координаты и импульсы, можно воспользоваться 
уравнением (6.3); в этом случае коэффициенты с, будут иметь 
Bun exp(— E,/RT)/Z. 

В этой формулировке характерное различие между клас- 
сической и квантовой теориями равновесных состояний высту- 

пает как следствие дискретной природы энергетического 
спектра. Фактически в квантовой механике во многих случаях 
допустимо записывать энергетический спектр в виде непре- 
рывного распределения; но и в этом случае распределение 
квантовых состояний по энергиям может значительно отли- 
чаться от классического выражения dw/dE. 

В теории равновесных состояний имеются два альтерна- 
тивных подхода, особенно удобных для квантовомеханичес- 
ких расчетов, несмотря на то, что первоначально они были 
разработаны применительно к классической механике. 

Пусть некоторая система полностью изолирована от 
окружающей среды, так что ее энергия строго постоянна. 
Тогда только один-единственный уровень (или ряд близко 
расположенных уровней) обладает ощутимой вероятностью, 
тогда как остальные уровни в высшей степени маловероятны. 
На заполненном уровне все квантовые состояния предпола- 
гаются равновероятными („микроканонический ансамбль“). 

Термодинамическая энергия будет равна механической 
энергии, т. е. 

U =E. (6.8) 

В этом приближении энтропия определяется через распре- 
деление квантовых состояний по энергиям, причем постули-
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руется равенство 
$ =Вш (Е), (6.9) 

где 

и —= У %, (6.10) 
Е. < Е 

п 

представляет собой фазовый объем, который приближенно 

равен классическому фазовому объему, деленному на nen. 
Следует отметить, что истинная функция распределения 

для системы не входит в явном виде в определение энтропии: 
температура, при которой некоторый уровень будет заполнен, 
определяется по термодинамической формуле 4И = Та5. Та- 
ким образом, „температуру“ можно приписать каждому энер- 
гетическому уровню динамической системы даже в том случае, 
если система не находится в равновесии (см... разд. 8.3). 

Другой, альтернативный, подход также основан на опреде- 

лении энтропии; однако здесь она уже не является энтропией 
равновесного состояния и связана с функциями распределе- 
ния в фазовом пространстве, а не с какими-либо динамиче- 
скими величинами. 

Рассмотрим некоторую систему (простейшим примером 
такой системы является молекула газа), тесно связанную 
с другими системами того же рода. Обозначим энергетические 
уровни системы через в, а их кратности через (=). Пред- 
полагается, что все конфигурации обладают одинаковой ве- 
роятностью, причем под конфигурацией мы будем понимать 
любое произвольное квантовое состояние данной системы. 
„Распределение“ определяется очевидным образом путем за- 
дания числа систем, находящихся на данном энергетическом 
уровне одиночной частицы. Ввиду сделанных предположений 
вероятность распределения будет равна числу таких переста- 
новок систем, с которыми совместимо данное распределение. 
Учитывая это, мы получим, что равномерное распределение 
объектов по большому числу „ящиков“ обладает большей 
вероятностью, чем такое распределение, когда все объекты 
собраны в одном ящике, а остальные ящики пусты. Численное 
значение вероятности распределения в функции числа 4 (Е) систем 
на уровне = по известным формулам комбинаторики равно 

[Хо] TL ee". 6.11)
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Числа 4(=) подчиняются условию 

DI@=N, (6.12) 

где число систем М фиксировано. Так как ансамбль, состоя- 
щий из М систем, предполагается изолированным, то вводится 
еще дополнительное условие, выражающее закон сохранения 
энергии: 

Deg (e) =E, (6.13) 

где значение Е фиксировано. 
Согласно „принципу Больцмана“, логарифм вероятности 

(6.11) (с точностью до коэффициента пропорциональности) 
интерпретируется как энтропия системы; в отличие от (6.9) 
энтропия определяется не через динамические величины, а че- 
рез функции распределения, которые не обязательно должны 
быть равновесными и фактически даже не обязательно должны 
быть функциями распределения динамических переменных 
(см. разд. 8.3). Применяя асимптотическую формулу Стир- 
линга 

ш7 1—7 ШП, 

запишем выражение ДЛЯ энтропии в виде 

S=k{NinN+ » [9 (®) шо (е) — 4 (&) ша (®)|}. (6.14) 

В соответствии с такой интерпретацией равновесное со- 
стояние определяется как распределение с максимальной энтро- 
пией, подчиняющееся условиям (6.12) и (6.13). Результат выра- 
жается через число систем, заполняющих определенные 
энергетические уровни при тепловом равновесии 

Qo (€) =const-e *Т. 

Этот ряд чисел g(€) paBeH BepOATHOCTH распределения по 
энергиям в одиночной системе и, таким образом, ‚ соответ- 
ствует каноническому распределению. 

При вычислении распределения через термодинамические 
функции применение статистической суммы не является не- 
обходимым, а зачастую просто неосуществимо. Вместо этого 
энергию и энтропию, а следовательно, и все термодинамиче- 
ские величины определяют по уравнениям (6.13) и (6.14).
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В квантовой статистике теорема равнораспределения не- 
справедлива. Ее место занимает теорема Нернста 

oS 95 
li tim =0, lim — =0, 
0 ov Г->0 OT 

согласно которой постулируется существование особой точки 
нулевой энтропии независимо от плотности или любого дру- 
гого внешнего параметра. Предполагая энергетические уровни 
дискретными, легко показать справедливость теоремы Нернста, 
поскольку при достаточно низкой температуре все системы 
занимают основное энепгетическое состояние с вероятностью, 
почти равной единице. Эта аргументация, однако, не охваты- 
вает обширных экспериментальных фактов, свидетельствую- 
щих о приближенном характере теоремы Нернста, поскольку 
на кривой энтропии обнаруживается горизонтальный участок 
при конечных значениях температуры. 

В качестве звена, связывающего общую теорию равно- 
весных состояний с ее приложениями, рассмотрим свойства 
простейших, хотя и несколько отвлеченных систем. 

Пусть „газ“ состоит из одной-единственной частицы, за- 
ключенной в сосуд. Ее энергетические уровни даются со- 
отношением | 

EG 1 OS +9) (6.15) 
En Sl, 2,... 

Промежутки между всеми уровнями, за исключением самого 
нижнего, настолько малы, что энергию можно рассматривать 
как непрерывную переменную. Если приписать каждому со- 
стоянию фазовый объем, равный 13, число состояний в бес- 
конечно малом объеме фазового пространства определится 

как #3 dp-dr. Интегрируя по координатам и направле- 
ниям импульса, мы найдем число состояний между ри р-Нар, 

которое будет равно (4xVh~°) р’ ар. По формуле р = (2тБ)" 
получим распределение квантовых состояний по энергиям 

0 (E) = Se = 40 MEV A, (6.16) 

где \ определяется по (6.10). Согласно (6.7), статистиче- 
ская сумма газа, состоящего из одной молекулы, будет
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равна 

Z (1) = 4 (2nmkT)". (6.17) 

В классической теории статистическая сумма газа, состоя- 
шего из М частиц, равна 

Z(N) =[Z(1)}”- 
Это соответствует статистически независимым частицам. Кван- 
товая теория газа изложена в разд. 7.1. 

‚ Другим классом простейших систем являются гармониче- 
ские осцилляторы. Их энергетические уровни равны 

1 
Е (п = (5 n) Е, 

т (6.18) 
п = 0, 1,2, ..., 

где в/й — классическая частота осциллятора. Для статисти- 
ческой суммы, средней энергии и теплоемкости соответственно 

получаем выражения 

1 
2 (в) = ит, (6.19 a) 

(E®) = sar (6.196) 

а(Е()) _„[(\ ет “ar =* (er) wary (6.20) 

а среднее квантовое число определяется по формуле 

1 
(п (=)) — ет] (6.21) 

Для последующих ссылок рассмотрим осциллятор, кван- 
товые числа которого ограничены значениями 0 и 1. Тогда 
уравнения (6.19) и (6.21) заменяются на 

7 (е)=1 4 емйт, (6.22) 

(n(e)) = РТ (6.23) 

Эти формулы понадобятся нам в квантовой теории газов 
и твердых тел.
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6.3. Необратимость 

Можно ожидать, что и в квантовой механике интерпре- 
тация необратимости связана с существованием процессов, 
вероятность которых возрастает пропорционально времени. 
Процессы такого рода в квантовой механике хорошо известны; 
их существование легко обнаруживается в тех случаях, когда 
применима зависящая от времени теория возмущений. В част- 
ности, это имеет место в случае слабо связанных систем и 
в случае столкновений. 

Пусть некоторая консервативная система подвергается 
возмущению благодаря взаимодействию с другой системой. 

В результате этого возмущения возникают переходы между 
стационарными состояниями невозмущенных систем. Вероят- 
ность переходов связана с матричными элементами U jp энер- 

гии возмущения; индексы относятся к стационарным состоя- 
ниям невозмущенной системы. Можно показать, что вероятность 
перехода в течение времени х определяется соотношением 

  (А, Э=21 1? (6.24) 
(В) — Е»)? ° 

где Е, и _ Е, — невозмущенные энергетические уровни. Со- 
гласно, уравнению (6.24), эта вероятность ничтожно мала 
во всех случаях, кроме Е, =Ё,, но даже в этом случае она 
пропорциональна только 2 

Вместо вычисления вероятности перехода между двумя 
стационарными состояниями можно вычислить вероятность 
перехода из данного начального состояния в полосу конеч- 
ных состояний , АЁ,, занимающих ширину АБ, энергети- 
ческого спектра. Эта вероятность равна 

SQ, kt) == [Up Pay. (6.25) 
Е 

Этого выражения для вероятности достаточно для рассмо-. 
трения случайных процессов. 

Приведенный. здесь вывод можно сравнить с крупнозер- 
нистым распределением в классической механике. Интервал 
времени не должен быть слишком велик, чтобы предотвра- 
тить возможность многократных переходов, но он должен
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быть больше, чем АБ, /й. Здесь очевидно соответствие с клас- 
сическим периодом повторения столкновений и продолжи- 
тельностью столкновения. 

Для приспособления классических теорий переноса к кван- 
тозой механике целесообразно пересмотреть кинетическое 
уравнение (3.15) с точки зрения квантовомеханической тео- 
рии столкновений. Сечения столкновения определяются как 
функции угла отклонения, относительного импульса и мо- 
мента импульса А(ф, р_, 2); так как Ё ограничено дискрет- 
ными значениями, классическое интегрирование по В заме- 
няется суммированием: по Ё. Обозначим сумму таких сечений 
через А. Если известен потенциал взаимодействия, сечение 
столкновения может быть получено из непосредственного 
решения волнового уравнения и подставлено в явном виде 
в Кинетическое уравнение вместо классического сечения. 
Кроме того, должно быть принято во внимание влияние сим- 
метрии или антисимметрии волновых функций. Свойства 
симметрии приводят к статистической корреляции между 
различными частицами. В то время как в классической меха- 
нике вероятность столкновения пропорциональна числу частиц 
в начальном состоянии, вероятность в квантовой механике 
зависит также и от числа частиц в конечном состоянии. 
Квантовомеханическое кинетическое уравнение было получено 
Уленбеком и Юлингом [43] в виде !) 

= rept t sey salt + (в — 
— Л (р) = (р (Ра) [1 + Л (Р5)]} Р-АЧКар,, (6.26) 

где верхний и нижний знаки применяются соответственно 

к частицам с симметричной и антисимметричной волновой 
функцией, а А — квантовомеханическое сечение. 

Более строго следовало бы исходить из квантового ана- 
лога уравнения Лиувилля (6.5); тогда кинетическое уравне- 
ние, как и при классическом выводе, получилось бы в ре- 
зультате вывода уравнения, определяющего приведенную 
функцию распределения, интегрирования его по времени и 
учета эффекта низкой плотности. Такой вывод получен, но 

1) О выводе кинетического уравнения в квантовой механике 
см. также дополнительную литературу {84, 85, 89, 90]. — Прим. ред.
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он более сложен, чем в классической теории, и несколько 
менее убедителен, так как на промежуточных этапах исполь- 
зуются различные приближения, влияние которых трудно 
поддается оценке. 

Роль уравнения Фоккера — Планка в квантовой механике 
полностью еще не выяснена, однако показано, каким образом 
классическое уравнение Фоккера — Планка (3.23) должно 
быть дополнено путем введения поправочных членов, если 
отклонения от классической теории невелики. 

Принципы и методы, намеченные выше, дают возможность 
перейти к тем приложениям статистической механики, в ко- 

торых учитываются специфически квантовые эффекты.
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Статистическая квантовая механика. 

Приложения 

7.1. Газы 

В соответствии с принципами квантовой механики инди- 
видуальные молекулы неразличимы; этот факт находит выра- 
жение в симметрии или антисимметрии волновых функций и 
приводит к статистической корреляции между молекулами 
даже при отсутствии сил взаимодействия между ними. 

Газ должен рассматриваться как ансамбль статистически 
независимых волн де Бройля, причем каждая волна пред- 
ставляет состояние одной частицы. Амплитуды волн кванто- 
ваны в соответствии с правилами, применимыми к гармони- 
ческим осцилляторам [см. уравнение (6.18)]. 

Квантовое число п или, точнее, п(=) интерпретируется 
как число частиц, занимающих одночастичное состояние 
с уровнем энергии =. Число осцилляторов на этом уровне 
в соответствии с уравнением (6.16) равно в (=), а для частиц со 
спином равно целому кратному от этого выражения. 

Мгновенное состояние газа характеризуется числом ос- 
цилляторов частоты =/й, квантовые числа которых равны п (=). 
Совокупность этих чисел, обозначаемых через 4 [п (=)], можно 
рассматривать как вероятность распределения по п (=). Это 
распределение в случае термодинамического равновесия опре- 
деляется по закону Больцмана. 

В соответствии с этим энтропия газа 

Sk Lol) ам (2) п 4 [м ()] (7.1) 

должна быть исследована на максимум при условии, что 
функция распределения нормирована: 

2 4 [п (е)] = 1, (7.2)
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что полная энергия фиксирована: 

x ew (€)(n(e)) =E, (7.3) 

а полная сумма квантовых чисел равна числу частиц: 

x w (e) (n(e)) =N, (7.4) 

где 

(п (е)) = 2 п (=) 4 [п (®)]. (7.5) 

При учете последнего условия функция распределения должна 
отличаться от канонического распределения для гармонических 
осцилляторов и вместо этого будет иметь вид 

n(e)(p—e) poe 

4 [п (=)] =е *Т ( —e kr ). (7.6) 
Средние квантовые числа будут равны 

1 
(п (Е) = — >, (7.7) 

еТ —1 

или, если п (=) ограничены значениями О и 1, 

  

п (е) (№ -—е) 
kT . 

-  gin@l=£—, (®)=—=—.- (18) 
Ite kT e kT +1 

В этих выражениях в является параметром, зависящим от 
температуры и, возможно, от плотности, но не от в или п (=). 
Этот параметр определяется как химический потенциал 
газа. 

В волновой модели газа мы полностью отказываемся от 
всех различий между индивидуальными частицами; ограниче.. 
ние квантовых чисел нулем и единицей справедливо для 
фермионов и является выражением принципа запрета 
(принципа Паули); неограниченный ряд квантовых чисел спра- 
ведлив для бозонов. 

Суммы в уравнениях (7.1) — (7.4) обычно (но не всегда) 
можно заменить интегралами. Функция состояния системы 
строго не вычисляется; термодинамические функции обычно
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выводятся из химического потенциала, который определяется 
по уравнению (7.4). 

При высоких температурах и малых плотностях величина 

и ph’ 
~~ = ln ———_- 
kT m2 (QnkT) 

имеет большое отрицательное значение; в этом случае чле- 
ном 1 в знаменателе равенств (7.7) и (7.8) можно пре- 
небречь и совокупность значений (п (&)) будет эквивалентна 
классической функции распределения для ансамбля из М не- 
зависимых частиц. 

При низких температурах и больших плотностях необ- 
ходимо делать различие между бозонным и фермионным 
газами. В последнем случае № должна изменить знак и при- 
обрести положительное значение, для того чтобы удовлетво- 
рить уравнению (7.4). Тогда (п (е)) == 1 для = «ри (п ()) =0 
для Е >В. 

Сферическая поверхность = = в пространстве импульсов 
носит название поверхности Ферми. Она может быть слегка 
волнистой под влиянием возмущений. Столкновения между 
частицами могут иметь место только вблизи поверхности, 
так как на большей глубине нет вакантных мест для воз- 
можных конечных состояний. Энергия в этом случае не 
зависит от температуры и пропорциональна некоторой степени 
плотности, а именно —р". Теплоемкость при постоянном 
объеме будет пропорциональна первой степени абсолютной 
температуры, но коэффициент пропорциональности чрез- 
вычайно мал, что ограничивает возможности ее наблю- 
дения. 

В бозонных газах при низкой температуре № прибли- 
жается к нулю, но не может изменять знак. Сумму в левой 
части равенства (7.4) уже нельзя заменить интегралом, ибо 
это привело бы к неразрешимости уравнения. Однако можно 
в явном виде выразить первый член суммы, а остальные 
члены заменить интегралом, после чего уравнение приобре- 
тет вид 

1 дут” ое de 

RT | ей _ 4
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Здесь энергия основного состояния равна нулю по опреде- 
лению, а в, — энергия первого возбужденного уровня. Тем- 
пература перехода определится выражением 

9 — h? ( о )" 

2жтЕ \2,612т] ° 

Если Г`> ©, то второй член в (7.9) будет превосходить 
число, стоящее в правой части равенства, если не имеет 
места р — — АТ. В таком случае первым членом можно пре- 
небречь. Если Т< 9, то второй член становится заметно 
меньше числа, стоящего в правой части, и первый член 
должен восполнить эту разность. Тогда 1 — — ЕТ/М, что 
много меньше нижнего предела интегрирования (пропорцио- 

нального (1/№)”). Когда температура становится ниже QO, 
повышение числа частиц приводит к заполнению основного 
состояния, тогда как функция распределения для остальных 
частиц сильно не меняется. Это явление известно под назва- 
нием конденсации Бозе — Эйнштейна `) ввиду его сходства 
с обычной конденсацией паров. Давление не зависит от плот- 

ности в пределах конечной области изменения объема. Тем- 
пературный коэффициент теплоемкости меняется скачком 
(переход третьего рода). Для гелия с молекулярным объемом 
27,6 см3 температура перехода равна 3,1°K. 

Если принять во внимание влияние слабого гравитацион- 

ного поля при условии kO <> mgV", где 2 — ускорение 
силы тяжести, то распределение квантовых состояний для 
высоких энергий будет иметь вид 

  

во] Е a 

где 
2 

во — —— 
7 8ту"^ 

И 
a= (“EE №1 
a 32 ° 

1) С эйнштейновской конденсацией в основном состоянии свя- 
зано явление сверхтекучести жидкого Не Ц. Основы микроскопиче- 
ской теории сверхтекучести заложены Н. Н. Боголюбовым, см. 
дополнительную литературу [69 —71, 74]. — Грим. перев.
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Тогда при температуре вблизи @ будет иметь место переход 
второго рода, при котором удельная теплоемкость меняется 
скачком на 

МЕ | теу“ \" — 2,612 2NE (may) 
Следовательно, силовое поле влияет на характер скачка, 
связанного с конденсацией. 

Статистическая квантовая механика идеальных газов была 
успешно применена к ‘электронам в металлах и позволила 
объяснить отсутствие электронной теплоемкости, несмотря 
на наличие „свободных“ электронов проводимости. Она даже 
с успехом была применена к электронам в простых атомах 
с учетом электрических сил. Явление конденсации Бозе — 
Эйнштейна связано со скачкообразным изменением теплоем- 
кости в жидком гелии с атомным весом 4, который является 
бозонным, тогда как изотоп с атомным весом 3, будучи фер- 
мионным, не обнаруживает перехода подобного рода. 

Применение теории к реальным газам, однако, принесло 
разочарование. Гелий является единственным известным газом, 
не ожижаемым при температуре, при которой квантовые 
эффекты становятся заметными. Однако эффекты взаимного 
притяжения молекул имеют тот же порядок величины, так 
что анализ зависимости между давлением и объемом в газо- 
образном гелии до сих пор окончательно не завершен. 

Для вычисления коэффициентов переноса необходимо найти 
соответствующие сечения столкновения. Начальное относите- 
льное движение частиц определяется волновой функцией типа 
плоской волны —ехр(2рё/#). Конечное состояние обладает 
волновой функцией, которую обычно представляют в виде 

в ‘NN 218 с. ~ д Dal + 21) [et — 1} P, (cos 9), 
l 

где г— расстояние между сталкивающимися частицами, 
P,— полиномы Лежандра, а 6, — фазовые постоянные. Они 
должны быть определены непосредственным интегрированием 
волнового уравнения, в которое входит потенциальная энер- 
гия взаимодействия. Эти фазовые постоянные близко соот- 
ветствуют классическим углам отклонения. Каждый член 
в написанном нами ряду представляет столкиовение с данным 
моментом количества движения 2 —= Ш, [=0, 1, 2,....
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Кинетическое уравнение (6.26) используется для вычисле- 
ния коэффициентов переноса в полной аналогии с классиче- 
ским кинетическим уравнением. Фактически выражение для 
вязкости (4.21) остается справедливым при условии, что 
уравнение (4.19) заменяется на 

h? Cr (/ 1-2) хо. 
(р) = nmkT p? У, < en ) sin? [3,49 (p) —8,(p)]. (7.10) 

I 

В этом выражении свойства симметрии волновых функ- 
ций учитываются коэффициентами <,. В бозонном газе <, = 0 
для нечетных и t= 1 для четных значений /. Для фермио- 

нов с противоположными спинами применяются те же самые 
коэффициенты. Для фермионов с параллельными спинами 
“.==1 для нечетных и “, ==0 для четных значений {. В есте- 
ственном фермионном газе, где вероятность двух параллель- 
ных спинов в три раза больше вероятности антипараллель- 
ных, следует взять *, равным 3/, и 1/, для нечетных и четных 
значений / соответственно. 

Точность вычисления фазовых постоянных, как правило, 
довольно значительно зависит от точности потенциала взаимо- 
действия. Однако для низких энергий возможные погреш- 
ности в потенциальной энергии и, следовательно, в теории 
переноса, вообще говоря, играют меньшую роль, чем 
эффекты симметрии, выражающие различие между газом 
бозонов и фермионов. 

Рассчитанные вязкости для двух газообразных изотопов 
гелия находятся в удовлетворительном соответствии с экспе- 
риментом в области температур между | и 4°К. Это соот- 
ветствие дает единственный пример непосредственной про- 

верки квантовой теории газов. 

Вычисление других коэффициентов переноса не предста- 
вляет каких-либо трудностей, но мы до сих пор не распо- 
лагаем экспериментальными данными, с которыми их можно 
было бы сопоставить. 

7.2. Твердое состояние 

Чтобы избежать сложных общих формулировок, связан- 
ных с геометрией кристаллов, мы рассмотрим только про- 
стейшие кубические решетки. При этом мы будем предпо-
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лагать, что твердые вещества представляют собой химические 

элементы и не являются электронными проводниками элек- 

тричества или тепла. 

Решетка описывается совокупностью векторов В, декартовы 

координаты которых являются целыми кратными от основной 

длины. Каждый узел решетки или, точнее, малый объем, 

окружающий узел решетки, занят частицей с массой т. 
Обозначая смещение частиц относительно узловых точек 

через ге, выразим потенциальную энергию кристалла в виде 

Ф=ФФ. + Ф,, (7.11) 

где Ф, — отрицательная константа, равная энергии связи 
решетки в целом, а 

= АВВ: гаги: (7.12) 

определяст гармонические силы, пропорциональные и проти- 
воположные смещениям. Ангармонический член 

Ф, = = У B(RiRiR )i rere rR (7.13) 

мал, и им в первом приближении можно пренебречь. 
Ввиду этих предположений движение частиц можно пред- 

ставить в виде ряда колебаний (типов колебаний), которые 
определяются как синхронные колебания всех атомов. На 
каждый данный тип колебаний не оказывают влияния другие, 
имеющиеся в решетке, колебания. В математическом выра- 
жении колебания представляются линейной комбинацией 
атомных смещений 

Ч = и (1, В). ть. (7.14) 

Зависимость их от времени определяется уравнением движе- 
ния маятника 

aU, 
de =_— [w (f)}? U,, (7.15) 

где « — круговая частота. Энергия каждого типа колебаний 
является интегралом движения. 

Для определения частот и коэффициентов всех колебаний 
в общем случае системы Л гармонически связанных частиц 
необходимо решить уравнение степени 3№. Ввиду периодич- 
ности решетки или, говоря более специальным языком,
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трансляционной симметрии решетки, достаточно решить 
систему уравнений третьей степени. Известно, что эти коле- 

бания решетки имеют вид 

Us; = Ur exp [fw (f) ¢] x exp (if - R). (7.16) 

Колебания решетки подобны акустическим стоячим волнам, 
которые также являются синхронно и взаимно независимыми. 
В дальнейшем мы будем разлагать каждый тип колебаний на 

две бегущие волны, волновые векторы которых имеют про- 
тивоположные знаки. 

В квантовой механике отдельные типы колебаний рассма- 
триваются таким же путем, как и в классической физике. 
Энергии этих колебаний дискретны и равны ('/o +n)h 
в соответствии с уравнением (6.18). Квантовые числа п (®) 
можно рассматривать как числа „фононов“ или звуковых 
квантов с энергией ®. Фононам приписывается импульс, 
равный сйю, где с — скорость звука. 

Произведение 

070 pa exp[{R- (f—1’)] (7.17) 

равно нулю, если #=2Р. Если колебания рассматриваются 
как функции векторов решетки, то они должны обладать 
свойством ортогональности. Их можно в общем случае рас- 
сматривать как волновые функции фононов. 

Так как имеют место два поперечных и один продольный 
типы колебаний, совместимых с каждым волновым вектором, 
то типы колебания, или состояния фонона, должны характери- 
зоваться „спиновой переменной“ $, которая может принимать 
три значения. Для упрощения записи эта спиновая перемен- 
ная, где это возможно, опускается. 

Несмотря на то что понятие фонона является не более 
чем образным выражением, оно все же полезно, позволяя 
объединить статистические теории газообразного и твердого 
состояний. Если обозначить энергию фонона через в, а число 
типов колебаний в бесконечно малой области вблизи е через 
« (=) 4е, то поведение кристалла во многих отношениях можно 
изучать как свойства фононного газа. 

Термодинамические величины кристаллического твердого 
тела в соответствии с этим будут равны сумме термодина-



78 ГЛАВА УП 
  

мических функций отдельных типов колебаний. В частности, 
свободная энергия будет равна 

в= [58— т In(1 —e-**T)}w(e)de, = (7.18) 

а по (6.20) молярная теплоемкость выражается в виде 

cy =e f =) Gr de. (7.19) 

Функция ®(=) должна подчиняться требованию 

J w (e)de = 3N. (7.20) 
у 

Ввиду последнего условия правая часть равенства (7.19) при 
высокой температуре будет равна ЗА для любой функции 
и (=). При низких температурах играют роль только неболь- 
шие значения энергий в, а для этих энергетических уровней 

кристалл можно рассматривать как идеальный фононный 
газ. Распределение однофононных состояний по импульсам 
идентично соответствующему распределению для материаль- 
ных частиц, т. е. (4кУ//3) р?ар. Учитывая связь между 
импульсом и энергией, получим распределение по энергиям 

ИЕ? ое 4 = Ee de (7.21) 

вместо (6.16); в этой формуле множителем 3 учитываются 
три значения „спиновой переменной“. Теплоемкость при по- 
стоянном объеме для низких температур по (7.21) и (7.19) 
будет равна 

4, 12%и (ТГ 
Су=Е Chey J gp tte. 

\, 

  

Интеграл дает только численный множитель, так что 
теплоемкость пропорциональна кубу температуры. Чтобы 
вывести формулу для интерполяции между надежными зна- 
чениями теплоемкости при высокой и низкой температуре, 

мы предположим, что выражение (7.21) справедливо ниже 
определенного предела энергии, тогда как за его пределами
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w(e)==0. Этот предел выбирается таким образом, чтобы 
выполнялось условие (7.20). В терминах „дебаевской темпе- 
ратуры“ 9, которая является эмпирической константой, ха- 
рактерной для данного твердого тела, предельную энергию 
можно выразить в виде А@9/й. Кривая теплоемкости тогда 
будет иметь вид 

9/Т 

с, =9ем (5) | вх". (7.22) 
0 

В этом выражении интеграл является функцией температуры 
и находится из таблиц или вычисляется численным интегри- 
рованием. Согласие этой формулы с измерениями лучше, 
чем можно было ожидать на основании предположений, сде- 
ланных при ее выводе. 

Переходя теперь к переносу тепла в твердом теле, мы 
тотчас замечаем, что фононы, обладая свойствами волн, спо- 

собны передавать энергию на любое расстояние независимо 
от градиента температуры. Такой перенос тепла скорее на- 
поминает процесс излучения, чем процесс теплопроводности. 
Однако эксперимент с несомненностью показывает, что теплота 
передается через кристаллические твердые тела только при 
наличии неоднородности температуры. 

В качестве предпосылки к возникновению стационарных 
градиентов температуры необходимо, чтобы фононы могли 
обмениваться энергией. Такой обмен возможен, если принять 
во внимание ангармонические члены (7.13) в выражении по- 
тенциальной энергии (7.11). Эти члены можно выразить 
в функции отдельных типов колебаний. Решая (7.14) отно- 
сительно Гр и подставляя в (7.13), мы получим эту часть 
потенциальной энергии в виде ряда, в котором каждый член 

зависит от произведения трех типов колебаний: 

®,= } Dd o...R...)expxX 
ff'f” RR’R’ 

ХСН. ВЕР. ВР. В") ЮО. (7.23) 

Тензоры третьего ранга В являются, по крайней мере в прин- 
ципе, известными величинами. 

Каждый член в уравнении (7.13) можно использовать для 
вычисления матричного элемента, определяющего в соответ- 
ствии Сс (6.29) вероятность перехода между состояниями
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с двумя типами колебаний и состоянием с одним типом ко- 
лебания или обратно. Процессы такого рода известны под 
названием трехфононных столкновений. Матричные эле- 
менты в общем случае обращаются в нуль, когда осуще- 
ствляется суммирование по узлам решетки, так как экспо- 
ненциальные функции меняют знак и сокращаются. Неисче- 
зающие матричные элементы соответствуют только таким 
процессам, в которых 

АР =0 (7.24) 
ИЛИ 

R- (f+ f + £”) = 2r. (7.25) 

Эти условия совместно с условием В =В’ =В” приводят 
к тому, что экспоненциальные функции становятся равными 
единице. Сумма в (7.23) в соответствии с этим остается ко- 
нечной, если удовлетворяются условия (7.24) или (7.25). 
Закон сохранения энергии в переходе выражается в требо- 
вании, чтобы частоты были связаны соотношением 

w (f)-+ w (f’) = o (f”) (7.26) 

или сходным уравнением. 
Если волновые векторы удовлетворяют условию (7.24), 

то вероятность перехода будет конечной; однако такие про- 
цессы не должны приводить к наличию теплового сопроти- 
вления, так как волновой вектор при столкновении сохра- 
няется; таким образом, радиационный перенос энергии через 
решетку не предотвращается. Если волновые векторы удо- 
влетворяют условию (7.25), то волны рассеиваются; такого 
рода переходы называются процессами переб роса '); они 
приводят к местному накоплению энергии и создают градиент 
температуры. 

Таковы основы теории теплопроводности в кристалличе- 
ских твердых телах. Матричные элементы, вычисленные по 
(7.26), используются для определения вероятностей перехода 

  

') Процессы переброса получили как в английской, так и 
в немецкой и французской литературе наименование ОЧтК!арр-про- 
цессов (или Ч-процессов), заимствованное из немецкой статьи 
Пайерлса [55], где это понятие введено впервые. — //рим. перев.
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в трехфононных столкновениях. Если обозначить число 
фононов в равновесном состоянии через 

о 
9 = вт’ 

то неравновесное распределение определяется в виде 

q (f) = qo (f) (1 + v), 

где о — неизвестная функция от {. В случае стационарного 
градиента температуры эта функция должна удовлетворять 
кинетическому уравнению, подобному (3.15): 

ое. 07 (до) — 9) — о — 
— Biv (f”) + v (f’) — v(f)]} df’. (7.27) 

В этом уравнении коэффициенты А и В зависят от трех 
волновых векторов и соответствующих частот и полностью 
определяются с помошью теории возмущений. Величина В 
рассматривается как непрерывная переменная, поскольку гра- 
диент температуры определяется только в пределах таких 
областей, которые велики по сравнению с периодом кристал- 
лической решетки. Тройка волновых векторов соответствует 
процессам переброса. 

Решения этого уравнения еще не получены. Пока еще 
невозможно вычислить количественно теплопроводность кри- 
сталлов, причем математические трудности в решении урав- 
нения (7.27) не являются единственным препятствием к этому. 
С помощью функции распределения 4({) коэффициенты пере- 
носа можно получить только посредством уравнения (1.13), 
к которому эта функция непосредственно не применима. 

Однако теория дает возможность получить полуколиче- 
ственные результаты, которые находятся в соответствии 
с экспериментом. Найдено, что при высоких температурах 
коэффициент теплопроводности пропорционален 1/Г. Это 
очень хорошо согласуется с теоретическим результатом, вы- 
текающим из температурной зависимости коэффициентов 
уравнения (7.27). Когда температура снижается, вероятность
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процессов переброса заметно убывает и роль этих процессов 
в образовании теплового сопротивления кристаллов при низ- 
ких температурах стремится к нулю. ;Триобретают значение 
другие процессы, как, например, расс ‘яние фононов на де- 
фектах решетки или границах зерен; и здесь снова эксперл- 
ментальные результаты согласуются с выводами теории. 

Теория явлений переноса в кристаллах и в классических 
жидкостях в настоящее время еще несовершенна по pany 
причин. В классической жидкости оказывается трудным 
точно установить те микрофизические случайные процессы, 
от которых зависит необратимость; но функции молекуляр- 
ного распределения и их оценка находятся в наших руках. 
В кристаллах подробные сведения об элементарных случай- 
ных процессах недостаточны для вывода соответствующих 
функций распределения. 

К сожалению, мы мало что можем сказать о квантовой 
теории жидкого состояния. Экспериментальные исследования 
жидкого гелия дают обширные данные, интерпретация кото- 
рых в настоящее время проводится почти целиком на основе 
модельных представлений, не связанных с какой-либо фупда- 

ментальной теорией. Попытки вывести выражения для рас- 
пределения энергетических уровней и термодинамических 
параметров ведутся, но пока лишь с ограниченным успехом. 
Однако в этом отношении имеются обпадежигающие пер- 
спективы. 

Обычно принимается, что нижние возбужденные состоя- 
ния жидкого гелия должны рассматриваться как фононный 
газ, не отличающийся от состояний кристаллических реше- 

ток. Эта точка зрения подтверждается измерениями тепло- 
емкости, которая оказалась пропорциональной ТЗ при темпе- 
ратуре ниже 0,6°К. Однако в жилкостях фононы не могут 
рассматриваться с помощью линейных преобразований коор- 
динат атомов. Отдельные колебания можно определить только 
как пространственные компоненты Фурье в разложении 
плотности. Несмотря на эту трудность, многие авторы до- 
стигли некоторых успехов в определении вклада фононных 
переменных в функцию Гамильтона и в уравнения движе- 
НИЯ. 

Теории придется преодолеть еще серьезные математиче- 
ские трудности, но можно ожидать, что она лостигнет .боль- 
ших успехов в изучении квантовых жидкостей.
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7.3. Н-теорема Больцмана 

В разд. 2.1 и 6.2 теория равновесных состояний выво- 
дится из постулатов, которые не обязательно являются след- 
ствиями принципов динамики. Исследование возможно! о 
механического обоснования теории теплового равновесия 
приводит к важным выводам, которые кратко рассматри- 
ваются в этом разделе. Рассуждения ограничиваются класси- 
ческой теорией; соответствующие квантовомеханические до- 

казательства несколько более сложны, но принципиально 
ничем не отличаются. 

В эргодической теореме, высказанной Нейманом и Бирк- 
гофом Г), утверждается, что чрезвычайно широкий класс ди- 
намических систем обладает особенностью „забывать“ свои 
начальные условия движения по истечении относительно ма- 
лого времени. В соответствии с этим фазовая траектория 
покрывает подпространство постоянной энергии с почти равно- 
мерной плотностью. Средние по времени от механических 
величин приближаются к не зависящим от времени предель- 
ным значениям, которые практически соответствуют средним 
значениям теории равновесных состояний. 

Справедливость этой теоремы зависит от условия, что 
энергия является, по существу, единственным „интегралом 
движения“, т. е. единственной функцией координат и импуль- 

сов, которая остается не зависящей от времени. 
Если принять эту точку зрения, состояние теплового 

равновесия должно, по определению, представлять собой 
среднее по времени от всех состояний движения механической 
системы. Полностью допускаются спонтанные флуктуации, 
которые приводят к временным отклонениям от равновесия. 
Однако здесь нет места для каких бы то ни было необрати- 
мых процессов. По этой причине такой подход далек от 
лабораторных условий. ° 

Другого рода ответ на вопрос дает Н-теорема, которую 
мы здесь представим в ее первоначальном виде. Ее вывод 
дан для газов, но может быть обобщен. 

') Эргодическая теорема наиболее полно рассмотрена в работах 
А. Я. Хинчина (см. дополнительную литературу [240—48]|). Оригиналь- 
ный подход к эргодической проблеме и необратимости в термодина- 
мике можно найти у Н. С. Крылова (см. дополнительную литера- 
туру [25] ). — Прим. ред.
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Для классического газа определение энтропии (6.14) при- 
нимает вид 

$=Ь—А | Л(рь тот Л(рь гар, ат, — (7.28) 

где временная зависимость функции распределения опреде- 

ляется кинетическим уравнением (3.15). В этом случае вре- 
менная зависимость энтропии будет иметь вид 

=—# [5 (1-+ In f)dp, dr. (7.29) 

Если выполнить интегрирование, то первый член в правой 
части будет равен нулю. Таким образом, 

[ р. jean, —=0. (7.30) 

Зависимость энтропии от времени, следовательно, полностью 
определяется интегралом в правой части равенства (3.15). 
Это выражение не изменится, если под знаком интеграла 
величины р., —Р, ИЛИ — Pp, заменить на р,. Отсюда сле- 

дует, что 

ds А Мл (р!) Л (р) 
А 4m —_ / / at = — am SU (Pi) F (2) —F (0) F (P28 ух 

< p_BdBd8dp,dp,dr,. (7.31) 

Так как f неотрицательна, подынтегральное выражение 
в (7.31) также будет неотрицательным, откуда с необходи- 
мостью следует, что 45/4Ё >. 0. Равенство получается только 
в том случае, если достигнуто равновесие, так что } = Х. 
Определение энтропии (7.28) теперь оправдывается тем, что 
оно согласуется с законом ее необратимого возрастания. 

Уравнение (7.31) известно под названием Н-теоремы, 
которая объясняет равновесное состояние как результат не- 
обратимого изменения во времени. Хотя справедливость ее 
вывода нельзя принять без оговорок, существенно, что она 
приводит к равновесному распределению и объяснению не- 
обратимости. 

Важность этих результатов станет очевидной, когда мы 
образуем альтернативное выражение для энтропии, которое
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кажется столь же оправданным: 

$=—# | Л№ шлю Пар,аг, (7.32) 

Если с помощью теоремы МЛиувилля (1.4) определить изме- 
нение этой величины во времени, то мы получим, что 
45/4: = 0. Это является выражением существенно обратимой 
природы уравнений механики. Необратимое изменение (7.28) 
связано с методикой крупнозернистости, которая применялась 
при выводе кинетического уравнения. 

Определения энтропии, подобные (7.28) и (7.32), можно 
сформулировать с использованием промежуточных функций 
распределения, таких, как f(), /3,.... Смысл этих функ- 
ций еще полностью не раскрыт, а лежащие в их основе 
комбинаторные соображения приводят к неясностям. Эти 
функции применимы к системам, не находящимся в состоянии 
равновесия.
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Диссипативные системы 

8.1. Броуновское движение 

Совокупности молекул являются консервативными систе- 
мами; в предыдущих главах показано, каким образом дина- 
мика этих систем приводит к диссипации в макроскопи- 
ческом масштабе. Анализ необратимых процессов становится 
менее основательным, но и менее сложным, если диссипатив- 
ные свойства систем или часть их диссипативных свойств 
включить в исходные предположения. Такого рода подход 
приводит к результатам, которые недоступны для любой по- 
следовательной молекулярной теории. В частности, оказы- 

вается возможным изучать нетермодинамические свойства 
систем, находящихся в тепловом равновесии, или же термо- 
динамику систем, которые не находятся в состоянии равно- 
весия. Эти две области исследования взаимосвязаны, а также 
многообразными путями связаны с теорией явлений переноса. 

Рассмотрим сначала взвесь коллоидных частиц в жидкости, 
где частицы участвуют в случайном. движении, которое со 
временем приводит к равномерному равновесному распреде- 
лению по всему объему. Если принять во внимание тяготе- 
ние, то равновесное распределение не будет равномерным 
(однородным), а будет зависеть от высоты согласно (2.1) 

Mm, gz 

f(x)=const-e #Т, (8.1) 

где г — ускорение силы тяжести, а т, — масса частицы, 
исправленная на архимедову силу. 

Движение частиц приводит к флуктуациям их концентра- 
ции. Обозначим через У’ малый объем внутри жидкости, 

а через №” — число частиц в этом объеме. Число №’ беспо-
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рядочно флуктуирует. Распределение вероятностей этой ве- 
личины дается формулой Пуассона (9.15). Среднее значение 
и средний квадрат отклонение Л” соответственно имеют 
ВИД 

(ММ, МММ). — 8.2) 

Если число №’ наблюдать через равные промежутки времени 
достаточной длительности, то совместное распределение ве- 
роятностей №” (Ё) и №” (Ё + <) будет равно произведению двух 
индивидуальных распределений. Средний квадрат разности 
будет равен 

({N’ (t +t) М (012) =2 (№). (8.3) 

Эти результаты являются ‘следствием теории равновесия. 
В них не определяются промежутки времени, в течение ко- 
торых появляются или снова исчезают отклонения от средней 
концентрации. 

Временные эффекты выводятся из рассуждений другого 
рода. Обозначим через /(х, [4х число частиц в плоском 
слое жидкости между хи х--ах.. Пусть м (&; с; х) пред- 
ставляет собой распределение вероятностей для (положитель- 
ных или отрицательных) смещений & которые появляются 
за время т и могут зависеть от х как от параметра. Функ- 
ция % должна быть нормирована: 

[wat=t. (8.4) 

Предполагается, что вероятности больших смещений незна- 
чительны. Помимо этого ограничения, выбор распределения 
вероятностей совершенно произволен. 

Баланс частиц, заполняющих некоторый слой жидкости, 
определяется уравнением 

1+ [= —9 С; и х— 94 (8.5) 

Два последних члена в правой части равны числу частиц, 
уходящих из объема и поступающих в объем в течение вре-
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мени т благодаря случайным смещениям. С помощью разло- 
жения 

1(х—9щ(& $ х— = 

= (9) ($; <; x)—82 If (x) wk ХЛ 

+52 Sif (we ; ху +0 (®) 

уравнение (8.5) превращается в дифференциальное уравнение 

Of Oo 7 (&) 1 92 [ (Е?) 
= ая|-=_/| 69 

в котором два коэффициента являются неизвестными. Один 
u3 HUX, (&)/t, определяется с попощью предположения, ко- 
торое характерно для систем с диссипативными свойствами; 
предполагается, что в присутствии гравитационного поля 
средняя скорость частиц определяется по формуле Стокса 

AS) та. (8.7) 
<  бмта’ 

где * — вязкость жидкости, а а — радиус частицы. Среднее 
квадратичное смещение определяется подстановкой равновес- 
ного распределения (8.1) в уравнение (8.6); так как поток 
массы в случае равновесия равен нулю, мы получаем 

(52) _ АГ С = за =D. (8.8) 
с 

Последнее выражение не зависит от гравитационной силы. 
Поэтому уравнение (8.8) сохраняет справедливость при от- 
сутствии этой силы или при (&) =0. 

Функция / пропорциональна распределению вероятностей 
для определенной частицы. Результаты таких рассуждений 
экспериментально проверяются посредством наблюдения за 
положением одной и той же частицы через равные проме- 
жутки времени < и вычисления по совокупности наблюдаемых 
смещений среднеквадратичного смещения. Таким путем Пер- 
рен сумел показать, что среднеквадратичное смещение частицы 
действительно пропорционально интервалу времени < между 
наблюдениями.
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Посредством несколько утомительных рассуждений эти 
результаты можно обобщить таким образом, что они будут 
определять зависимость от времени флуктуаций концентрации. 
Вместо (8.3) можно получить 

(IN E49 — NOP = 
ом ff, Ir—sP ам, | EDs peed fs ехр (— а ) ards) (8.9) 

Полученные результаты допускают различную интерпре- 
тацию. При отсутствии поля сил имеем (&) =0, так что 

2 

fp 2h. (8.10) 
x 

Этим уравнением определяется скорость диффузии, причем 
р — коэффициент диффузии. Перрен проверил это урав- 
нение путем сравнения среднего квадратичного смещения 
для индивидуальной частицы с величиной Л), полученной из 
диффузионных измерений. Зависимые от времени флуктуации 
в случае равновесия являются обратимыми, но тесно связаны 
с диффузией, которая необратима. 

Флуктуации импульса взвешенных частиц вычисляются 
аналогичным методом. Обозначая компоненту линейного им- 
пульса через р, найдем 

  

  

ЕТ А (py =F, LP) = — 62% p, т т 

Cy") = 12nyak¥T. 

Следует обратить внимание на тот факт, что эти соотношения 
согласуются с равенствами (3.21) и (3.22), если бжуа обо- 
значить через 6. И действительно, уравнения Фоккера — Планка 
и Смолуховского впервые были сформулированы в связи 
с теорией броуновского движения. Уравнение, аналогичное 
(3.23), определяет функцию распределения по импульсам. 

Эти же вопросы можно рассмотреть, применяя другой 
формализм, разработанный Ланжевеном. Уравиени движения 
частицы при этом записывается в виде 

SP SEM ЕЦ. (8.11)
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где диссипативные свойства системы явно выражены первым 
членом в правой части; второй член представляет собой слу- 

чайную силу, выраженную только через статистические всли- 
чины. Так как Р, по крайней мере формально, является 
функцией времени, ее можно представить в виде интеграла 
фурье. 

Мы будем предполагать, что Е задана как функция вре- 
мени в интервале от — 9 до ©, а за пределами этого ин- 
тервала равна нулю. С помощью преобразования Фурье К” (\): 

Е®= J ем К’ (у) у (8.12) 
— с 

и теоремы Парсеваля, которая применима ко всем преобра- 
зованиям Фурье: 

8 со 

f\F@Pa= fixe 2 dy, (8.13) 
_-9 — с 

определим спектральную плотность функции Р (Г) в виде 

K(v)= шт = КОР. (8.14) 
0 > wo 

Для систем гармонических осцилляторов эта функция частоты 
согласуется со спектральной плотностью распределения частот, 
которая обычно используется в физике. 

Практически невозможно выразить случайные функции 
времени в явном виде. В противоположность этому их спек- 
тральную плотность указать нетрудно и даже существуют 
вполне правдоподобные предположения относительно вида 
этой функции. 

По теореме Винера и Хинчина !), спектральная плотность 
функции дает возможность определить ее автокорреляционную 
функцию с помощью преобразования Фурье 

9 со 

lim 4 [FOF E+ 0 d= f KQ)cos2ndy. (8.15) 
_90 0 

9 >< 

  

:) См., например, дополнительную литературу [23]. — Прим. перев.
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Применяя этот метод обобщенного гармонического анализа 
к уравнению Ланжевена (8.11), мы будем предполагать, что 
сила в максимально возможной степени случайна, понимая 
под этим, что ни один из периодов повторения не имеет 
преимущества перед другими; в соответствии с этим спектраль- 
ная плотность должна быть постоянной („белый спектр“). 
Это предположение не строго соответствует действительности, 
так как К (») должна равняться нулю в предельном случае 
бесконечно больших частот; однако для целей настоящих 
рассуждений эта неточность не имеет большого значения. 

Величина постоянной спектральной плотности определяется 
условием, что (р?) =2тАТ, причем средние теперь опре- 
деляются как средние по времени; тогда К (\) = 24кла АТ. 
Интеграл по времени от автокорреляционной функции F (f) 
будет равен 

fr (t) F(t--)) dt = 6rqak?. (8.16) 
0 

Если Mbl OO03HauuM Orya через 6, уравнение (8.16) станет 
формально тождественным с (3.20), хотя в последнем урав- 
нении среднее значение получено из молекулярной функции 
распределения. Это совпадение впервые было замечено Сад- 
деби [64]. Сущность его до сих пор еше полностью не рас- 
крыта. 

Броуновское движение является только одним из примеров 
случайных, или стохастических, процессов. Другие при- 
меры кратко рассмотрены в следующем разделе. 

8.2. Стохастические процессы 

Громоздкого вывода постоянной трения, рассмотренного 
в разд. 6.1, можно избежать, воспользовавшись методами 
макроскопической физики, дающей возможность получить 
приближенное выражение для диссипативной силы. Этим ме- 
тодом легко можно решить ряд важных вопросов теории 
необратимых процессов и флуктуаций в равновесных состоя- 
НИЯХ. 

а) Рассмотрим разбавленный раствор полярных молекул 
почти сферической формы в неполярной жидкости. В стати- 

ческом электрическом поле С функция углового распределе-
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ния дается в виде 

uw 2, с0$ $ 
5 sin +f, (8) dd} = 5 sin 8 exp (т) 49, (8.17) 

где № — молекулярный дипольный момент, а $ — угол между 
осью диполя и направлением поля. Среднее значение инду- 
цированного дипольного момента равно 

22 
{М (0)) = т, (8.18) 

причем в переменном поле 
Z= Ре. 

Функция углового распределения определяется по уравнению 
Смолуховского 

of l 39F ot 8xna 9: 
д <> & sin эт st —в2/], 8.19) 

где сопротивление трения взято из макроскопической гидро- 

динамики. Отыскав зависимое от времени решение этого 

уравнения, можно вычислить средний электрический момент, 

который изменяется во времени по синусоидальному закону 

и определяет действительную и мнимую компоненты емкости 

цепи; 
] lw 

_ в22 1—3 _ АТ 
Mo, )= ть’ РЕ, 

+p 
где 2 — угловой коэффициент диффузии. Электрический мо- 
мент можно обычными методами представить в виде действи- 
тельной диэлектрической постоянной и угла потерь как 
функции частоты. Диэлектрическая постоянная постепенно 
убывает с ростом частоты от своего низкочастотного до 
высокочастотного предельного значения. Угол потерь равен 
нулю при низких и высоких частотах и обладает максимумом 
при ®«=_). Теория дает полуколичественное объяснение 
диэлектрических свойств полярных жидкостей; соответствие 
с экспериментом оказывается хорошим только при условии, 
что вязкость 9 в уравнении (8.19) рассматривается как 
эмпирический параметр. 

6) Тепловое движение ионов в разбавленных растворах 
даже с точки зрения последовательно микрофизической теории
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определяется теорией броуновского движения. Постоянная 
трения в этом случае легко вычисляется из электропровод- 
ности и обратно пропорциональна подвижности ионов. 

Для бинарных одновалентных электролитов функция рас- 
пределения для пар ионов находится путем решения диффе- 
ренциальных уравнений типа уравнения Смолуховского. 
Вывод функций распределения в вязком потоке и напряжений 
существенно не отличается от выводов, приведенных в разд. 
5.3. Если ионы обладают одинаковой подвижностью, при- 
ращение вязкости (7) — *5), связанное с междуионными силами, 
будет равно 

1 

У lag — м =8,18 . 108", 
1 Mo u (RTS) 

(8.20) 

где у— молярная концентрация, = — заряд электрона (в элек- 
тростатических единицах), 8 — диэлектрическая постоянная, 
а и — подвижность ионов. Результаты этой теории находятся 
в хорошем соответствии с измерениями. 

в) Теорию броуновского движения можно применить 
также и к макроскопическим системам. Рассмотрим, например, 
жесткий диск или катушку гальванометра, подвешенную на 
тонкой кварцевой нити. Она совершает беспорядочные кру- 
тильные колебания. Если через в и В обозначить соответ- 
ственно круговую частоту и угол поворота, а через /— момент 
инерции, то среднее квадратичное угловое смещение опре- 
делится выражением 

(ВСР) = дя {Е exp (— 80) | ope sin? ($< VIO) + 

+ yee in V 40? — В?) |}, (8.21) 

что соответствует серии последовательных наблюдений через 
равные промежутки времени +t. Если * достаточно велико, 
выражение (8.21) приближается к равновесному значению, 
равному RkT/Jw?. 

г) Рассмотрим конденсатор емкостью С, пластины кото- 
рого замкнуты на сопротивление А. Обозначим через © заряд 
на пластинах. Он зависит от времени в соответствии с урав- 
нением 

а® __ = де, (8.22)
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где /— случайный ток; известно, что (/) =0, (©) =0 и 

(©2\/2С =1.2ЕТ. Уравнение (8.22) тождественно с (8.11), 
а соответствующие дополнительные условия будут также 
тождественными, если С заменить на т, а 1/ЮС заменить 
на бкуа/т. Отсюда следует, что 

((AQ)?) __ 2&7 (8.23) 
с R* " 

Эту и подобные формулы можно использовать для определе- 
ния тепловых шумов в электрических цепях. 

д) Локальные флуктуации плотности и других термодина- 
мических величин частично определяются с помощью теории 
равновесных состояний. В подсистеме, состоящей из №’ моле- 
кул и обладающей энергией Е’, при достаточно высокой 
температуре 

(E”) — (BP EP (8.24) 

  

Временная зависимость этих флуктуаций может быть выра- 
жена через макроскопические коэффициенты переноса. Если 
определить локальную температуру Т’ исходя из средней 
кинетической энергии, избыток энергии можно интерпрети- 
ровать как избыток температуры 

ЕЕ’) _ Г-Т 
(Е) ТТ‘ 

Весьма правдоподобно сделать предположение, что избыток 
температуры выравнивается в среднем с той же скоростью, 
с какой выравнивается разность температур в процессе 
теплопроводности. Этого предположения достаточно для 
выражения средней продолжительности жизни и среднего 
периода возврата флуктуаций через коэффициент теплопровод- 
ности. 

При применении теории броуновского движения к флук- 
туирующим величинам предполагается, что скорость флуктуа- 
ций определяется уравнением Ланжевена, аналогичным (8.11). 
В этой теории возникновение и выравнивание флуктуаций 
вычисляются с единой точки зрения (Онзагер и Мачлуп [67]).
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8.3. Обобщение термодинамики ') 

Рассмотрим теперь термодинамическую систему, которая 
поддерживается в неравновесном состоянии за счет внешней 
причины, так что в ней энергия рассеивается с постоянной 
скоростью, определяемой соответствующими макроскопи- 
ческими коэффициентами переноса. Возникает вопрос, в какой 
мере при таких условиях применимы результаты термодина- 
МИКИ? 

Возможности термодинамики оцениваются теперь выше, 
чем в то время, когда явной или скрытой целью всех физи- 
ческих теорий являлось сведение их к механике. С тех пор 
законы механики претерпели значительные изменения, тогда 
как справедливость термодинамики осталась непоколебленной. 
Термодинамические модели стали играть ту роль, которая 
раньше предназначалась исключительно для механических 
моделей. 

В качестве примера приведем „температуру“, которая 
приписывается внутриядерному веществу и вычисляется из 
определения энтропии (6.9) на основании распределения кван- 
товых состояний по энергиям. Это понятие часто применяется 
в ядерной физике, несмотря на то что выравнивание темпера- 
туры не обязательно должно иметь место. 

Еще большая пропасть отделяет термодинамику от техники 
связи. В этой области „энтропия“ определяется с помощью 
выражения, аналогичного (6.14); входящие в определение 
энтропии распределения вероятностей относятся уже не к дина- 
мическим величинам, а к возможностям приема или восприятия 
сигналов. Несмотря на различный смысл, обе эти „энтропии“ 
имеют много общего, например тенденцию к самопроизволь- 
ному возрастанию. Многие авторы даже считают, что эта 
взаимосвязь представляет нечто большее, чем простую 
аналогию, полагая, что передача сигналов также является 
необратимым процессом. 

Имея в виду эти обобщения, можно ожидать, что экстра- 
поляция термодинамики равновесных состояний на стацио- 
нарные неравновесные состояния допустима, если не тривиальна. 

1) В данном разделе дается лишь весьма неполный и беглый 
обзор состояния термодинамики (или, точнее, феноменологической 
теории) необратимых процессов; подробнее см., например, [68] и 
дополнительную литературу [16, 37, 38, 92]. — (Грим. ред.
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Фактически, такое приложение термодинамики имеет ограни- 
ченный успех; оно оказалось отнюдь не тривиальным, оставив 
множество нерешенных проблем. 

Такое применение термодинамики связано с определением 
смысла энтропии в неравновесных системах. Ответ на этот 
вопрос в известной степени дается Н-теоремой. Однако 
надежная количественная мера энтропии может быть получена 
только вблизи состояния равновесия, когда отклонение энтро- 
пии от равновесного значения имеет меньший порядок вели- 
чины, чем отклонения других термодинамических величин. 
Но скорость необратимого возрастания энтропии здесь более 
существенна, чем сама энтропия; такие процессы предста- 
вляются билинейными функциями „сил“ АХ» и „потоков“ У, 
между которыми преобладает линейная зависимость 

7 п — > ат ° (8.25) 
n 

Диагональные элементы матрицы @„„ представляют собой 
коэффициенты переноса, и их определение выходит за рамки 
термодинамических теорий. Связь необратимых процессов 
с недиагональными компонентами аналогична связи термодина- 
мических переменных в равновесном состоянии. Соотношения 
между самими недиагональными элементами должны, следова- 
тельно, обнаруживать аналогию с соотношениями между 
термодинамическими величинами. В соответствии с этим утвер- 
ждается, что 

ат == бил. (8.26) 
Эти равенства известны как соотношения взаимности 
Онзагера. 

Смысл этого формализма мы проиллюстрируем на примере 
термоэлектричества. „Силы“ равны или пропорциональны 
разностям потенциалов или температур. „Потоки“ пропорцио- 
нальны потоку тепла и электрическому току. Недиагональные 
матричные элементы пропорциональны коэффициенту Пельтье 
и, следовательно, связаны с обратимым переносом тепла, 
сопровождающим необратимые процессы теплопроводности и 
электропроводности. 

Этот формализм был успешно применен к термомолеку- 
лярному давлению в сильно разреженных газах, к термодиф- 
фузии и к аналогичным явлениям.
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Гении 

При разработке такой обобщенной термодинамики на перед- 
ний план выдвинулись два положения, которые могут приобре- 
сти большое значение. //Гринцип детального равновесия ут- 
верждает, что в случае термодинамического равновесия перехо- 
ды любого типа полностью уравновешиваются обратными пере- 
ходами. Наряду со связью между необратимыми процессами 
и флуктуациями в равновесных состояниях этот принцип 
используется для вывода соотношений взаимности (8.26). 
Линейная форма уравнений (8.25) совместно с условиями 
симметрии (8.26) является математическим эквивалентом вариа- 
ционного принципа, называемого принципом наименьшей 
диссипации. 

Оба эти принципа являются объектом многочисленных 
исследований, связанных с их многообразной формулировкой 
и определением области их применимости. 

Этим кратким разделом мы лишь в очень малой степени 
воздали должное тому новому разделу физики, который 
в настоящее время известен как термодинамика необ рати- 
мых процессов!). Но следует иметь в виду, что изложенный 
здесь подход к теории необратимости лишь отдаленно связан 
с основной темой данной книги. 

Г) Термодинамика необратимых процессов, или, точнее, феноме- 
нологическая теория необратимых процессов, изучает необратимые 
процессы перепоса различных видов: энергии, массы (вещества), 
количества движения, энтропии. Указанные процессы могут быть 
как стационарными (не зависящими от времени), так и, в общем 
случае, нестационарными (изменяющимися во времени). В послед- 
нем случае может иметь место взаимодействие между физическими 
процессами трех типов; процессами переноса, изменения состояния 
системы и процессами энергетического превращения, возникающими, 
в частности, при наличии в системе внутренних источников энергии. 

Необходимо заметить, что в существующих руководствах по 
феноменологической теории необратимых процессов (Денбиг, де- 
Гроот, Пригожин) рассматриваются лишь такие процессы переноса, 
которые описываются линейными соотношениями градиентного ха- 
рактера. Вместе с тем, в этих руководствах совершенно не рас- 
сматриваются необратимые процессы переноса лучистой энергии, 
происходящие в неравномерно нагретых излучающих, поглощающих 
и рассеивающих средах. Основная векторная характеристика этих 
процессов (вектор излучения) имеет интегральный характер и, во- 
обще, говоря, не сводится ни к каким простым дифференциальным 
соотношениям типа градиентного. — //рим. ред.



IX 

УААЛАЛААААЛЛАААААААААА ГЛАВА  дААААААААЛААЛААААЛА 

Вероятность‘) 

9.1. Функции распределения и средние значения 

В то время как вероятность представляет собой сложное 
и несколько противоречивое понятие, математические методы 
теории вероятностей являются элементарными, по крайней 

мере в той степени, в какой они необходимы для настоящей 
книги. Эти методы фактически не характерны только для 
вероятностных проблем, а применимы к функциям распреде- 
ления всех видов. Опуская интерпретацию понятия вероят- 
ности, мы приведем в этом разделе лишь наиболее важные 
для наших целей теоремы и формулы. 

Обозначим через х некоторую физическую переменную. 
Распределение вероятностей определяется неотрицательной 
функцией от х. Будем предполагать, что х является непре- 
рывной переменной, а / (х)— аналитической функцией. Позднее 
мы рассмотрим примеры, где х ограничено дискретными 
значениями. 

Функция распределения вероятностей предполагается нор- 
мированной (если не сделаны иные предположения); под 
этим подразумевается, что 

[f@ax=1, (9.1) 

причем интеграл берется по всей области изменения х. Суще- 
ствование этого и аналогичных интегралов включается в опре- 
деление функции распределения. 

1) В данной главе дается лишь самое элементарное с точки зре- 
ния современной теории вероятностей изложение некоторых ее 
теорем и формул. Систематическое изложение основных понятий и 
методов современной теории вероятностей и теории случайных про- 
цессов см., например, в дополнительной литературе [164, 166, 167, 174, 
175, 179] —Прим. ред.
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Многомерные функции распределения двух и, возможно, 

большего числа переменных определяются аналогичным обра- 

зом. Они являются нормированными, если 

[ [fe у)4хау=1. (9.2) 

Многомерные функции можно использовать для опре- 
деления приведенных функций распределения, как, например, 

#(%) = | 1(=, ау, ву) = | 1(х, ах. (9.3) 
Если / нормирована, то 2 и Й автоматически также будут 
нормированы. В общем случае одновременное значение g(x) 
u A(y) дает меньше сведений, чем знание /(х, у). Другими 
словами, функция /(х, у) обычно неоднозначно определяется 
фун«‹циями 2(х) и Й(У). 

Условные функции распределения определяются как рас- 
пределения по переменным одного ряда при задании опреде- 
ленных значений переменным другого ряда. В случае двух 
переменных распределение по xX, условное по отношению к у, 
определится как 

F (x; y) = LO») | (9.4) 
8 (х) 

Относительно переменных хи у говорят, что они стати- 
стически независимы, если двумерную функцию раснре- 
деления можно представить в виде произведения 

F(x, y) = g(x) В (У). (9.5) 

В этом случае условная вероятность любой из переменных 
не зависит от значений остальных. Определение статистиче- 
ской независимости легко распространяется на любое произ- 
вольное число переменных. Переменные, которые не явля- 
ются статистически независимыми, кратко характеризуются 
как статистически коррелированные '). 

! Следует различать понятия независимости и некоррелирован- 
ности случайных величин. Две независимые случайные величины 
всегда являются некоррелированными. Однако из некоррелирован- 
ности случайных величин еще не вытекает их независимость. — 
Прим. ред.
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Понятие статистической независимости является фунда- 
ментальным понятием в статистической физике. Перемен- 
ные, представляющие такие объекты, между которыми -нет 
никаких взаимодействий, должны быть статистически незази- 
симыми. Этот трюизм, однако, не является тривиальным, 
поскольку само существование других непредвиденных 
взаимодействий часто вводится путем статистических рас- 
смотрений. 

Среднее значение (математическое ожидание) неко- 
торой переменной, ее степени или любой другой функции 

этой переменной определяется как среднее взвешенное по 
функции распределения !) 

(x)= f xf (x)ax, 

(x") = [ x" f(x)dx, (9.6) 

(p(x)) = J p(x) f (x) dx. 

Математическое ожидание от случайной функции, вообще гово- 
ря, не совпадает с функцией от математического ожидания, т. е. 

(р (х)) == р((х)). (9.7) 

Это неравенство легко проверить. Тем не менее в учебни- 
ках иногда приводятся доказательства, в которых различием 
между правой и левой частями (9.7) пренебрегают. 

Удобной мерой дисперсии функции распределения является 
средний квадрат отклонения 

(x2) — (x)? = (x —(x))) 30. (9.8) 
или, вернее, его квадратный корень. К числу средних зна- 
чений, вычисляемых с помощью функции распределения по 
двум переменным, принадлежат (х), (у2), (ху), определение 

') Формулы (9.6) относятся только к непрерывным случайным 
величинам с плотностью распределения вероятностей /(х). Мате- 
матическое ожидание п-й степени случайной величины называется 
начальным моментом п-го порядка данной случайной величины. — 
Прим. ред.
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которых: очевидно. Выражение 

a [((* — (x))?) (iy — (y))?)] 2 (9.9) 

(а иногда также числитель этого выражения) называется 
коэффициентом корреляции переменных х и у. Можно 
показать, что |9| < 1. Равенство 4 —=0 является необходи- 
мым, но не достаточным условием для статистической неза- 
висимости двух переменных !). На практике, однако, можно 
полагать, что две переменные приближенно статистически 
независимы, если их коэффициент корреляции равен 
нулю. 

Если переменные являются функциями времени, важно 
выяснить статистическую независимость одной и той же пере- 
менной в различные моменты времени или разных перемен- 
ных в различные моменты времени. Удобным, хотя и не 
строгим, критерием является обращение в нуль среднего про- 
изведения переменных в. различные моменты времени. Эти 
средние произведения поэтому носят название автокорреля- 
ционных функций или просто корреляционных функций”). 
Они играют большую роль в физической и нефизической 
статистике [см., например, уравнение (3.16)]. Аналогичным 
образом корреляционные функции определяются для пере- 
менных, являющихся функциями координат. | 

Рассмотрим теперь большое число переменных, причем 
будем предполагать, что они статистически независимы и их 
функции распределения вероятностей одинаковы. Обозначая 
эти переменные через х1, Хх, ..., Хм, а их обычные сред- 
ние значения и средние квадраты отклонений соответственно 
через (х) и (х?) —(х)?, мы определим суммарную переменную 
посредством равенства 

X=x, txt... Вх, (9.10) 

1) Так как из равенства нулю коэффициента корреляции между 
двумя случайными величинами еще не следует их независимость. 
Однако для двух независимых случайных величин коэффициент 
корреляции равен нулю. Для линейно связанных случайных величин 
коэффициент корреляции равен + 1 или —1. — //рим. ред. 

2) Более строгое определение корреляционной функции см., на- 
пример, дополнительную литературу [164, 166, 242, 249]). — Прим. 
ред.
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а ее многомерную функцию распределения в виде 

F (2X4, XQ, 000 5 Ky) =F (Hy) 1 (43) 1 (93)... (к). 
Непосредственно вычисляя средние значения по (9.6), мы 
найдем 

х=м(=), (хуем). 90) 
Следовательно, среднее значение суммы возрастает пропор- 
ционально М, но дисперсия функции распределения возра- 

стает пропорционально только №". Если № достаточно ве- 
лико, то функция распределения обращается в нуль фак- 
тически везде, за исключением непосредственной окрест- 
ности среднего значения, вероятность которого достигает 

единицы. Это один из примеров действия закона больших 
чисел !). 

Приведенные выше рассуждения сохраняют силу и 
для дискретных переменных, но в этом случае интегралы в 
уравнениях (9.1) — (9.3) (9.6) и должны быть заменены 
суммами. 

В качестве примера важной функции распределения рас- 
смотрим переменные X,, способные принимать только два 
дискретных значения (а и 6) с вероятностями а и В =1 —&“ 
соответственно. Сумма, определенная по (9. 10), может, сле- 
довательно, принимать значения 

Na, (N—l)a+b,..., (N—&)-kb, ..., Nb: 

a", мым... (Мамка, gm 
Вероятности значений суммы, перечисленные в нижней строке, 
выводятся путем непосредственных рассмотрений перестано- 
вок. Обозначая через р число переменных, имеющих значе- 
ние р, мы можем представить совокупность этих вероятно- 
стей в виде функции распределения по переменной р 

  

1 ") М! а\-Р (1 — а)Р 
(№ [(5) “уе с: (9.12) 

') Современные и общие формулировки закона больших чисел 
даны в работах А. Н. Колмогорова (см., например, дополнительную 
литературу [166, 167, 204]). — /Трим. ред.
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Это равенство называется биномичальным распределением 
или распределением Бернулли!). Оно может применяться 
к ряду повторных измерений, в которых делается выбор между 
двумя возможностями. Среднее значение р непосредственно 
связано с функцией распределения вероятностей по перемен- 
НЫМ Ап 

(р) = М8 = М№(1 — а), (р?) — (р)? = Ма (1 — в). (9.13) 

Это один из примеров, когда среднее значение некоторой 
переменной может быть выражено через вероятность другой 
переменной. Подобный же случай имеет место при рассмот- 

рении средних значений от 4 (=) в (6. 11), которые представ- 
ляют распределение вероятностей по :. 

г) Обычная теоретико-вероятностная формулировка биномиаль- 
ного закона распределения вероятностей гласит: вероятность Р; (т) 
того, что при проведении серии из л независимых испытаний со- 
бытие А наступит т раз, равна 

— п! т п-т 

где Р — вероятность наступления события А в каждом отдельном 
испытании. 

Важное значение для физических приложений теории вероят- 
ностей имеет полиномиальный закон распределения (представляю- 
щий собой обобщение биномиального закона), согласно которому 
вероятность Р„(т,, т. ..., т») того, что при проведении серии 
из п независимых испытаний событие А, наступит т, раз, событие 
А. — т. раз, ..., событие А, — ть раз, равна . 

п! т т т 
I 2 к 

тит. ты 22°... Ра” 

где шт, ... Нть= И. 
Применительно к классической статистике Больцмана полино- 

миальный закон может быть сформулирован следующим образом. 
Пусть в объеме У, разделенном на конечное число Ё ячеек, содер- 

  

Р‚ (ть, то, ..., Mp) = 

жится п частиц (молекул). Torna Pp(m,, т. ..., ть) представляет 
собой вероятность того, что в первой ячейке окажется т, частиц, 
во второй — т, частиц, ..., в Е-й ячейке — т» частиц. При этом 
термодинамическая вероятность состояния (т. е. число микросостоя- 
ний, реализующих данное макросостояние), очевидно, определится 
следующим образом: 

v= Р‚(ть т.о, ..., ть) — п! 

т, т т Р\1Рь?... Рьй m,!m,!... mp! 
  

— Прим. ред.
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Рассмотрим предельный вид распределения Бернулли. 
Придавая фиксированные значения вероятностям @ H В, будем 
стремить М к большим значениям. Факториалы в (9.12) удобно 
выразить по формуле Стирлинга 1ш (п 1) = п Пип — 1]. В пре- 
дельном случае дискретную переменную р можно заменить 
непрерывной. Оказалось, что в этом случае 

(р; № = (>=) ехр (5 oF )  @.14 
Это один из примеров нормального распределения, 

наиболее часто используемого в статистических исследованиях. 
Центральная предельная теорема вероятностей устанавли- 
вает, что сумма статистически независимых переменных рас- 
пределена по закону нормального распределения, каковы бы 
ни были функции распределения для индивидуальных пе- 
ременных. 

Другой предел распределения Бернулли получается, если 
вероятность В уменьшается пропорционально числу перемен- 
ных, так что д —= № не зависит от №. Это предположение 
вовсе не является столь искусственным, как кажется на пер- 
вый взгляд. Оно должно означать, что нас интересует доля 
переменных, имеющих значение 6, а He их число. В этом 

предельном случае получаем 

пн $F 
(9-96-57 

  

  

  

Дробь, стоящая в конце, стремится к единице и, поскольку 

. x\N 
e~-*= lim (1 —x) , 

М№->со 

мы получаем 

f(p)= a". (9.15) 
Эта формула известна как распределение Пуассона. 

Было установлено, что она применима к вероятности а-рас- 
пада источника радиоактивного излучения (Резерфорд и Гей-
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rep); это служит подтверждением того, что а-распад пред- 
ставляет собой случайное событие. 

В качестве последнего замечания обратим внимание на 
выводы экспоненциальных распределений в разд. 6.2 и 7.1, 
которые основываются на соображениях комбинаторики, а не 
динамики. 

9.2. Вероятность в физике 

Физический смысл понятия вероятности является дискус- 
сионным вопросом!), хотя практика статистиков приводит 
к однозначным результатам. | | 

Наборы численных данных („образцов“), полученных из 

наблюдений, сравниваются с функциями распределения, выте- 
кающими из теории. Заключение о соответствии с теорией или 
о расхождении с ней зависит от критериев, которые хотя и 
должны быть правдоподобны, но, вообще говоря, произвольны. 

Понятие вероятности в неявном виде вносится в физику, 
когда мы приписываем некоторую ошибку результату измере- 
ния. Опыты с броуновским движением, исследования в области 
космического излучения и ядерной физики часто снабжают нас 
данными столь же неопределенного характера, с какими прихо- 
дится иметь дело в экономической или социальной статистике. 

Методы статистики применимы к этим примерам без 
всякой оговорки. 

Однако имеется другая связь между вероятностью и фи- 
зикой, которая и является главным предметом данной книги. 
Здесь вероятность вводится в теоретические рассуждения 
только в тот момент, когда результаты теории подвергаются 
экспериментальной проверке с помощью обычных измерений, 

таких, например, как калориметрические или вискозимет- 
рические. Не делается никаких попыток накопления наблю- 
даемых образцов для сравнения их с функциями распределе- 

1) Это утверждение автора не вполне точно. Верно только то, 
что существует несколько различных определений понятия вероят- 
ности случайного события различной степени общности: класси- 
ческое, статистическое, аксисматическое. Наиболее общим и строгим 
является аксиоматическое определение, вытекающее из аксиоматики 
теории вероятностей А. Н. Колмогорова, получившее всеобщее 
признание и самое широкое распространение. См. дополнительную 
литературу [171, 200]. —//рим. ред.
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ния. Правда, с улучшением техники эксперимента непосред- 
ственная проверка функций распределения с помощью по- 
следовательного ряда измерений во времени могла бы оказаться 
возможной; однако это не повлияет на физический смысл 

теории в ее настоящем виде. 
Еще слишком рано судить о том, не будет ли та исклю- 

чительная роль, которую вероятность играет в теориях ста- 
тистической физики, со временем сведена к роли обычной 
статистики. В конце концов имеется и обратная возможность, 
что обычная статистика со временем будет выведена из поня- 
тий, аналогичных тем, которые до сих пор относились только 
к области физических теорий.
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